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Ëåêöèÿ 1

Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ

Â äàííîì êóðñå ìû â îñíîâíîì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûìè ïðàâèëàìè
ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Áîëüøèíñòâî íàøèõ óòâåðæäåíèé áóäóò èìåòü âèä:

A(B),

ãäå A � ýòî óñëîâèå (èëè ïðåäïîñûëêà), B � ñëåäñòâèå, êîòîðîå ìû óòâåðæäàåì
ñïðàâåäëèâûì ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ. Èíîãäà, ïðè î÷åíü äëèííîì óñëîâèè ìåæäó
íèìè áóäåò ñòàâèòüñÿ äâîåòî÷èå. Â óñëîâèè áóäóò ÷àñòî èñïîëüçîâàòüñÿ êîíñòðóê-
öèè, òèïà:

∀A(B),

ãäå âìåñòî êâàíòîðà ∀ ìîæåò áûòü ïîñòàâëåí ëþáîé äðóãîé êâàíòîð, A � ýòî ïå-
ðåìåííàÿ, íà êîòîðóþ äåéñòâóåò ýòîò êâàíòîð, à B � ýòî óñëîâèÿ, êîòîðûå íàëàãà-
þòñÿ ïðè ýòîì íà ïåðåìåííóþ A. Íàïðèìåð, âûðàæåíèå ∀x(x > 2)(x > 1) ñëåäóåò
÷èòàòü, êàê ¾äëÿ ëþáîãî x òàêîãî, ÷òî x áîëüøå, ÷åì 2, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäàòü,
÷òî x áîëüøå, ÷åì 1¿.
Òàê æå, äëÿ êðàòêîñòè íàïèñàíèÿ, ïåðåä äëèííûìè âûêëàäêàìè áóäóò èñïîëüçî-

âàòüñÿ âûðàæåíèÿ ïî òèïó ¾î÷åâèäíî, ÷òî:¿ èëè ¾î÷åâèäíî:¿, êîòîðûå îáîçíà÷àþò,
÷òî íåòðóäíî ñäåëàòü êàæäûé îòäåëüíûé ïåðåõîä â âûêëàäêå, ïîýòîìó ýòè ïåðå-
õîäû íå áóäóò ïîäðîáíî îáúÿñíÿòüñÿ, íî äàííûå âûðàæåíèÿ, êîíå÷íî, íå èìåþò
ââèäó, ÷òî î÷åâèäåí êîíå÷íûé ðåçóëüòàò âûêëàäêè.
Ïðè çàïèñè ñóììèðîâàíèÿ, áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ:∑

A

B,

êîòîðàÿ îáîçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðóþòñÿ âñå òå ñëàãàåìûå B, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ A.
Ïðè çàïèñè óñëîâèé íà öåëûå ÷èñëà ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ êîíñòðóêöèåé i =

1, N , êîòîðàÿ îáîçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî i ìîæåò ïðèíèìàòü öåëûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî N
âêëþ÷èòåëüíî (òàêæå ýòà çàïèñü çà÷àñòóþ áóäåò ÿâëÿòüñÿ óñëîâèåì ñóììèðîâàíèÿ).
Êðîìå òîãî, âåçäå â äàííîì êóðñå ïðè çàïèñè ôîðìóë áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâè-

ëî ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà, ñîãëàñíî êîòîðîìó, åñëè îäèí è òîò æå èíäåêñ ïîâòî-
ðÿåòñÿ â îäíîì è òîì æå ñëàãàåìîì, íà ìåñòå âåðõíèõ èíäåêñîâ è íèæíèõ èíäåêñîâ,
òî ïî ýòîìó èíäåêñó âåä¼òñÿ ñóììèðîâàíèå (èíîãäà ìû áóäåì íàïîìèíàòü îá ýòîì
ïðàâèëå, à èíîãäà çàïèñûâàòü åãî â ÿâíîì âèäå), íàïðèìåð, åñëè èíäåêñ i ïðîáåãàåò
ïðè ñóììå çíà÷åíèÿ îò 1 äî 5 âêëþ÷èòåëüíî, à ñëàãàåìûå ñóììû èìåþò âèä 10 ∗ i,
òî ýòà ñóììà áóäåò çàïèñàíà òàê (ïîñëå çíàêà ðàâåíñòâà ñóììà ðàñïèñàíà â ÿâíîì
âèäå):∑

i=1,5

10i = 10 ∗ 1 + 10 ∗ 2 + 10 ∗ 3 + 10 ∗ 4 + 10 ∗ 5 = 10 + 20 + 30 + 40 + 50.
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Ââåäåíèå

Â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé ðàäè óäîáñòâà ââîäÿòñÿ ñèñòåìû
êîîðäèíàò, è ðàáîòàþò ñ íèìè. Îäíàêî ïðè ýòîì íàðÿäó ñ ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíà-
ìè èçó÷àþòñÿ è ñàìè ñèñòåìû êîîðäèíàò, êîòîðûå áûëè ââåäåíû èñêóññòâåííî è
íà ñàìè ÿâëåíèÿ íèêàêèì îáðàçîì íå âëèÿþò. Ïîëó÷àåòñÿ íåíóæíàÿ èíôîðìàöèÿ.
Èçáàâèòüñÿ îò íå¼ ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1) Èñïîëüçîâàòü òîëüêî èíâàðèàíòû (ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû). Äàííûé ìåòîä
òðóäåí â ðåàëèçàöèè, õîòÿ è ïðèìåíÿåòñÿ â ðÿäó îáëàñòåé, ïîçâîëÿÿ ïîëó÷èòü
ìíîãèå çàêîíîìåðíîñòè.

2) Èñïîëüçîâàòü èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò çàïèñü óðàâíåíèé (Çäåñü
óæå íà÷èíàåòñÿ òåíçîðíàÿ àëãåáðà, à êîãäà ïîÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå, ïîÿâëÿ-
åòñÿ è òåíçîðíûé àíàëèç).

Òåíçîðíàÿ àëãåáðà (×àñòü 1)

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà. Â äàííîì êóðñå ìû áóäåì
îïðåäåëÿòü òåíçîð ÷åðåç ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû. Íî ñïåðâà ðàçáåð¼ìñÿ ñ îïðå-
äåëåíèåì ìàòðèöû. Î÷åíü ÷àñòî ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà - ýòî òàáëèöà èç ÷èñåë. Íî
ìû áóäåì äåéñòâîâàòü áîëåå ôîðìàëüíî. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ïîçâîëÿåò ïî íîìå-
ðàì ñòðîêè è ñòîëáöà ïîëó÷èòü ýëåìåíò (÷èñëî). Òàêèì îáðàçîì, ïîä ìàòðèöåé ìû
áóäåì èìåòü ââèäó ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ äâóõ äèñêðåòíûé àðãóìåíòîâ:

2
1
(

1 2 3
4 5 6

)
(1.1)

×èñëîâûå íàáîðû

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü K = {C,R,Q} ; r ∈ N, N1, . . . , Nr ∈ N.

1) Îáîçíà÷èì ÷åðåç KN1×...×Nr ìíîæåñòâî ââñåõ ôóíêöèé A, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ:

A : {1, . . . , N1} × {1, . . . , N2} × . . .× {1, . . . , Nr} ⇒ K, (1.2)

ãäå ïîä îáîçíà÷åíèåì F : A→ B áóäåì èìåòü ââèäó, ÷òî D(F ) ⊂ A;R(F ) ⊂
B; à ïîä îáîçíà÷åíèåì F : A ⇒ B, ÷òî D(F ) = A;R(F ) ⊂ B, òî åñòü îòîá-
ðàæåíèå (1.2) îïðåäåëåíî íà âñ¼ì ìíîæåñòâå. Ïîä÷¼ðêíóòàÿ ÷àñòü â (1.2)
- ñîâîêóïíîñòü óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ (i1, i2, . . . , ir). Òî åñòü, A - ÷èñëîâàÿ
ôóíêöèÿ îò r äèñêðåòíûõ àðãóìåíòîâ.

2) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A - ÷èñëîâîé íàáîð ñòåïåíè r, åñëè A ∈ KN1×...×Nr .

3) Äàëåå îáû÷íî áóäåì ïèñàòü ¾Ai1,...,ir¿ âìåñòî ¾A(i1, . . . , ir)¿.

4) Î÷åâèäíî, KN1×...×Nr - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K.
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Íàéä¼ì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà KN1×...×Nr , äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé
òåîðåìîé.

Òåîðåìà 1.1. Äëèíà áàçèñà ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà (i1, . . . , ir) è ïîñòðîèì
÷èñëîâîé íàáîð äëÿ êàæäîé òî÷êè i èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ýòîãî íàáîðà, ðàâ-
íûé åäèíèöå â i è íóëþ âî âñåõ äðóãèõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ äàííîãî íàáî-
ðà. Êîëè÷åñòâî òàêèõ íàáîðîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:
N1·N2· . . . ·Nr.
Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü èññëåäóåìîãî ïðîñòðàíñòâà:

dim
(
KN1×...×Nr

)
= N1·N2· . . . ·Nr. (1.3)

Êîãäà ìû ãîâîðèëè, ÷òî KN1×...×Nr - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K, ìû
èìåëè ââèäó, ÷òî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî
îïðåäåëåíû ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, ïðîïèøåì èõ â ÿâíîì âèäå.
Ïóñòü A,B ∈ KN1×...×Nr . Òîãäà:

(A+B)i1,...,ir = Ai1,...,ir +Bi1,...,ir , (1.4)

ïðè i1 = 1, N1, . . . , ir = 1, Nr.
Ïóñòü λ ∈ K;A ∈ KN1×...×Nr . Òîãäà:

(λA)i1,...,ir = λ·Ai1,...,ir . (1.5)

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü K = {C,R,Q} ;N ∈ N; r ∈ Z+.

1) Ïóñòü r = 0. Îáîçíà÷èì, K(N,r) = K.

2) Ïóñòü r 6= 0. Îáîçíà÷èì, K(N,r) - ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé A, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ:

A : {1, . . . , N}r ⇒ K. (1.6)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A - ÷èñëîâîé íàáîð ñòåïåíè r, åñëè A ∈ K(N,r).

3) Ïóñòü A ∈ K(N,r). Äàëåå áóäåì ïèñàòü ¾Ai1,...,ir¿ âìåñòî ¾A(i1, . . . , ir)¿.

4) Î÷åâèäíî, K(N,r) - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K,

dim
(
K(N,r)

)
= N r. (1.7)

Ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü K = {C,R,Q} ;L - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K,
N ∈ N, dim (L) = N ; r ∈ Z+.

1) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A - ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò ñòåïåíè r â ïðîñòðàíñòâå
L, åñëè A - îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó áàçèñó e ïðîñòðàíñòâà L ñòàâèò
â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëîâîé íàáîð A(e), ïðè÷¼ì A(e) ∈ K(N,r).
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2) Îáîçíà÷èì ÷åðåç (GL)r ìíîæåñòâî âñåõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñòåïåíè
r â ïðîñòðàíñòâå L.

3) Ïóñòü A ∈ (GL)r. Äàëåå áóäåì ïèñàòü ¾Ai1,...,ir(e)¿ âìåñòî ¾A(e)(i1, . . . , ir)¿.

4) Î÷åâèäíî, (GL)r - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K (åñëè ââåñòè îïåðàöèè ñòàí-
äàðòíûì îáðàçîì).

Ïóñòü A,B ∈ (GL)r. Òîãäà:

(A+B)(e) = A(e) +B(e) (1.8)

ïðè e - áàçèñ L. Ïî êîìïîíåíòàì:

(A+B)i1,...,ir(e) = Ai1,...,ir(e) +Bi1,...,ir(e) (1.9)

ïðè e - áàçèñ L; i1, . . . , ir = 1, N .
Ïóñòü λ ∈ K, A ∈ (GL)r. Òîãäà:

(λA)(e) = λ·A(e). (1.10)

Ïî êîìïîíåíòàì:
(λA)i1,...,ir(e) = λ·Ai1,...,ir(e). (1.11)

Òåíçîðû

Äàëåå ïðè çàïèñè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü K = {C,R,Q} ,L - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K,
N ∈ N, dim (L) = N ; p, q ∈ Z+.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A - òåíçîð ïîðÿäêà

(
q
p

)
â ïðîñòðàíñòâå L, åñëè

A ∈ (GL)q+p;

A
j′1,...,j

′
q

i′1,...,i
′
p
(e′) = A

j1,...,jq
i1,...,ip

(e)·α j′1
j1

(e′, e)· . . . ·α j′q
jq

(e′, e)·α i1
i′1

(e, e′)· . . . ·α ip
i′p

(e, e′) (1.12)

ïðè e, e′ - áàçèñû L; i1, . . . , ip, j1, . . . , jq, i′1, . . . , i′p, j′1, . . . , j′q = 1, N .

Âûðàæåíèå (1.12) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîðíûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ðàññìîò-
ðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè, ÷òîáû ïîíÿòü, êàê ðàáîòàåò ýòîò çàêîí.
Ïóñòü p = 0, q = 0. Òîãäà A(e′) = A(e).
Ïóñòü p = 1, q = 0 (1 ðàç êîâàðèàíòíûé). Òîãäà

Ai′1(e
′) = Ai1(e)α

i1
i′1

(e, e′) = A1(e)α
1
i′1

(e, e′) + A2(e)α
2
i′1

(e, e′) + . . .+ ANα
N
i′1

(e, e′). (1.13)

Â (1.13) ìû ìîæåì çàìåòèòü çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò ëèíåéíîé ôîðìû.
Ïóñòü p = 0, q = 1. Òîãäà

Aj
′
1(e′) = Aj1(e)α

j′1
j1

(e′, e) = A1(e)α
j′1
1 (e′, e) + . . .+ AN(e)α

j′1
N (e′, e). (1.14)
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Â (1.14) ëåãêî óâèäåòü çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà.
Ïóñòü p = 1, q = 1. Òîãäà

A
j′1
i′1

(e′) = A j1
i1

(e)α
j′1
j1

(e′, e)α i1
i′1

(e, e′) =

= A 1
1 (e)α

j′1
1 (e′, e)α 1

i′1
(e, e′) + . . .+ AN

1 α
j′1
N (e′, e)α 1

i′1
(e, e′)+

+ A 1
2 (e)α

j′1
1 (e′, e)α 2

i′1
(e, e′) + . . .+ AN

2 (e)α
j′1
N (e′, e)α 2

i′1
(e, e′)+

+ · · ·+

+ A 1
N(e)α

j′1
1 (e′, e)αN

i′1
(e, e′) + . . .+ AN

N α
j′1
N (e′, e)αN

i′1
(e, e′). (1.15)

×òîáû ïðîùå áûëî çàïèñûâàòü ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî çàïîìíèòü ñëå-
äóþùåå íåõèòðîå ïðàâèëî. Ïóñòü e′ - ýòî íîâûé áàçèñ, â êîòîðûé íóæíî ïåðåéòè, è
øòðèõàìè îáîçíà÷åíû êîìïîíåíòû òåíçîðà â íîâîì áàçèñå. Òîãäà çàïèñûâàåì òåí-
çîð â ñòàðîì áàçèñå A j1

i1
(e) ïîñëå íåãî ïîðÿäîê áóäåò èäòè òàêîé: ñïåðâà âåðõíèé

èíäåêñ, ïîòîì - íèæíèé. Çàïèñûâàåì ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âåðõíåãî èíäåê-
ñà, íà ìåñòå âåðõíåãî èíäåêñà ìàòðèöû (òîãî èíäåêñà, êîòîðûé íóæíî èçìåíèòü ó
òåíçîðà) çàïèñûâàåì øòðèõîâàííûé èíäåêñ (òîò, íà êîòîðûé íóæíî ïîìåíÿòü), íà
ìåñòå íèæíåãî - íåøòðèõîâàííûé (òîò, êîòîðûé íóæíî ïîìåíÿòü); â ñêîáêàõ (àð-
ãóìåíòû ìàòðèöû) çàïèñûâàåì áàçèñû ïî òîìó æå ïîðÿäêó: ñíà÷àëà áàçèñ âåðõíå-
ãî èíäåêñà (øòðèõîâàííûé), ïîòîì íèæíåãî (íåøòðèõîâàííûé). Ïîòîì àíàëîãè÷íî
çàïèñûâàåì ìàòðèöó äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ íèæíåãî èíäåêñà òåíçîðà. Çàìåòèì, ÷òî
ñòàðûå èíäåêñû âñòðå÷àþòñÿ äâàæäû, çíà÷èò ïî íèì áóäåò âåñòèñü ñóììèðîâàíèå
(ïî ïðàâèëó ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà):

A
j′1
i′1

(e′) = A j1
i1

(e)α
j′1
j1

(e′, e)α i1
i′1

(e, e′). (1.16)

Îïðåäåëåíèå 1.5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (TL)qp ìíîæåñòâî âñåõ òåíçîðîâ ïîðÿäêà(
q
p

)
â ïðîñòðàíñòâå L.

Óòâåðæäåíèå 1.1. Ïóñòü K = {C,R,Q} ;L - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K; N ∈
N; dim (L) = N ; p, q ∈ Z+.
Òîãäà (TL)qp - ïîäïðîñòðàíñòâî (GL)q+p.

Áåç äîêàçàòåëüñòâà
×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ íóæíî ñïåðâà ïðîâåðèòü, ÷òî íóëåâîé ýëåìåíò ïðèíàä-

ëåæèò (TL)qp, à ïîòîì ïðîâåðèòü îïåðàöèè ñóììû è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïóñòü K = {C,R,Q} ;L - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K, N ∈
N; dim (L) = N (â äàëüíåéøåì ýòó ïðåàìáóëó äëÿ êðàòêîñòè íàïèñàíèÿ ìû áóäåì
îïóñêàòü); p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1 , p1, q2 ∈ Z+;B ∈ (TL)q2p2.
Îáîçíà÷èì:

(A⊗B)
j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e) = A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) (1.17)
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ïðè: e - áàçèñ L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Âûðàæåíèå (1.17) íàçûâàåòñÿ
ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì òåíçîðîâ.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè.
Ïóñòü p1 = 1, q1 = 0; p2 = 1, q2 = 0. Òîãäà

(A⊗B)i1,i2(e) = Ai1(e)Bi2(e). (1.18)

Äëÿ áîëåå èíòóèòèâíîãî ïîíèìàíèÿ ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íóþ êîíñòðóê-
öèþ â ìàòàíàëèçå.
Ïóñòü F1, F2 : R⇒ R. Òîãäà ïîñòðîèì ôóíêöèþ îò äâóõ àðãóìåíòîâ ñëåäóþùåãî

âèäà:
Φ(x1, x2) = F1(x1)F2(x2) (1.19)

ïðè x1, x2 ∈ R. Èíà÷å:

(F1 ⊗ F2)(x1, x2) = F1(x2)F2(x2). (1.20)

Çàìåòèì, ÷òî êîíñòðóêöèÿ (1.20) ïîõîæà íà êîíñòðóêöèþ (1.18), òîëüêî àðãóìåíò
ó ôóíêöèé íå äèñêðåòíûé, è ó ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà âûñòó-
ïàåò áàçèñ.
Ïóñòü òåïåðü äàëåå â ýòîì êóðñå, åñëè íå óêàçûâàåòñÿ èíîå, òî K = {C,R,Q};
L - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K, N ∈ N; dim (L) = N .

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïóñòü r ∈ Z, r ≥ 2, p1, q1 ∈ Z+, A1 ∈ (TL)q1p1 , . . . , pr, qr ∈ Z+, Ar ∈
(TL)qrpr . Îáîçíà÷èì:

pk =
∑
m=1,k

pm (1.21)

ïðè k = 1, r;

qk =
∑
m=1,k

qm (1.22)

ïðè k = 1, r. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå r òåíçîðîâ:

(A1 ⊗ . . .⊗ Ar)
j1,...,jqr
i1,...,ipr

(e) =

= (A1)
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)·(A2)
jq1+1,...,jq2
ip1+1,...,ip2

(e)· . . . ·(Ar)
jqr−1+1,...,jqr
ipr−1+1,...,ipr

(e) (1.23)

ïðè: e - áàçèñ L, i1, . . . , ipr , j1, . . . , jqr = 1, N .

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì.

Ñâ¼ðòêà òåíçîðîâ

Ñâ¼ðòêîé áóäåò îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ óíè÷òîæàåò îäèí èíäåêñ ñâåðõó è îäèí èíäåêñ
ñâåðõó.
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Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïóñòü p, q ∈ N, A ∈ (TL)qp; k0 = 1, p;m0 = 1, q. Îáîçíà÷èì:(
〈A〉m0

k0

)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e) =

∑
n=1,N

A
j1,...,jm0−1,n,jm0 ,...,jq−1

i1,...,ik0−1,n,ik0 ,...,ip−1
(e) (1.24)

ïðè: e - áàçèñ L ,i1, . . . , ip−1, j1, . . . , jq−1 = 1, N . 〈A〉m0

k0
íàçûâàåòñÿ ñâ¼ðòêîé òåíçîðà

A.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïóñòü p = 1, q = 1. Òîãäà

〈A〉 11 (e) =
∑
n=1,N

An
n (e) = A 1

1 (e) + A 2
2 (e) + . . .+ An

n (e). (1.25)
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Ëåêöèÿ 2

Òåíçîðíàÿ àëãåáðà (×àñòü 2)

Òðàíñïîíèðîâàíèå òåíçîðîâ

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü K = {C,R,Q}; L - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K,
dim (L) = N ; p, q ∈ Z+, A ∈ (TL)qp, p + q ≥ 1; σ1 ∈ Sp (ïåðåñòàíîâêà èç ãðóïïû
Sp, åñëè p öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå íóëÿ, òî ýòî ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê p öåëûõ ÷èñåë;
åñëè p = 0, òî Sp - òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà), σ2 ∈ Sq.
Îáîçíà÷èì: (

[A]σ2σ1
)j1,...,jq
i1,...,ip

(e) = (A)
jσ2(1),...,jσ2(q)
iσ1(1),...,iσ1(p)

(e) (2.1)

ïðè: e - áàçèñ L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Âûðàæåíèå (2.1) - òðàíñïîíèðîâàííûé
ê A òåíçîð.

Ðàññìîòðèì äàííîå îïðåäåëåíèå íà ïðèìåðå.
Ïóñòü N = 10, s = 4, A ∈ (TL)04 è èìååòñÿ ïåðåñòàíîâêà:

σ =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
. (2.2)

Òîãäà:
([A]σ)i1,i2,i3,i4(e) = Aiσ(1),iσ(2),iσ(3),iσ(4)(e) = Ai2,i1,i4,i3(e) (2.3)

×òîáû ïðîñëåäèòü êîíêðåòíóþ êîìïîíåíòó, ïðåäñòàâèì, ÷òî
i1 = 7, i2 = 8, i3 = 5, i4 = 6.
Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçáîðà ýòîãî ïðèìåðà íàì ïîíàäîáèòñÿ îïåðàòîð:

[i1, i2, i3, i4; 7, 8, 5, 6] . (2.4)

Îïåðàòîð (2.4) íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêèì. ×òîáû ïîíÿòü, êàê îí ðà-
áîòàåò, ïðåäñòàâèì ìàòåìàòèêà (ïîä íîìåðîì 1), êîòîðûé ïèøåò ÷òî-òî íà äîñêå.
Ìàòåìàòèê 1 ðàçìûøëÿåò íàä ìàòåìàòè÷åñêèìè êîíñòðóêöèÿìè è îáúåêòàìè, îí
èçó÷àåò ìàòåìàòèêó. Ðÿäîì ñ ìàòåìàòèêîì 1 ñòîèò ìàòåìàòèê 2 (Ñì. ðèñ. 2.1). Ìàòå-
ìàòèê 2 èçó÷àåò òî, ÷òî ïèøåò ìàòåìàòèê 1, òî åñòü ðàçìûøëÿåò íàä ðåçóëüòàòàìè,
êîòîðûå ïèøåò ìàòåìàòèê 1. Ìàòåìàòèê 2 èçó÷àåò êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñèìâîëîâ (òî, ÷òî íàïèñàë ìàòåìàòèê 1).
Ïîõîæèì îáðàçîì ðàáîòàåò è íàø îïåðàòîð (2.4), îí ïðåîáðàçóåò êîíå÷íûå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ, çàìåíÿÿ â ôîðìóëàõ ñèìâîëû, êîòîðûå ñòîÿò â êâàäðàò-
íûõ ñêîáêàõ äî ¾;¿ íà ñèìâîëû â åãî ñêîáêàõ, ñòîÿùèå ïîñëå ¾;¿ (â íàøåì ñëó÷àå
i1 çàìåíÿåòñÿ íà 7; i2 íà 8; i3 íà 5,. . .). Òàêèå îïåðàòîðû áóäåì íàçûâàòü ìåòàòåîðå-
òè÷åñêèìè.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòàòåîðåòè÷åñêîãî îïåðàòîðà ðàññìàòðèâàåìûé ïðèìåð ïðè-

ìåò âèä:

([A]σ)7,8,5,6(e) = ([A]σ)i1,i2,i3,i4(e) [i1, i2, i3, i4; 7, 8, 5, 6] =

= Ai2,i1,i4,i3(e) [i1, i2, i3, i4; 7, 8, 5, 6] = A8,7,6,5(e) (2.5)

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ òðàíñïîíèðîâàòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå òåíçî-
ðîâ.
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1
2

Ðèñ. 2.1. Ñõåìàòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ðàáîòû ìåòàòåîðåòè÷åñêîãî îïåðàòîðà

Çàìå÷àíèå 2.1. Ïóñòü p1, p2 ∈ Z+. Îáîçíà÷èì:

σ(k) = p2 + k ïðè k = 1, p1; (2.6)

σ(k) = −p1 + k ïðè k = p1 + 1, p1 + p2 (2.7)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå, êàê äåéñòâóåò ïåðåñòàíîâêà (2.6), (2.7). Ðàçîáü¼ì öåëûå
÷èñëà îò 1 äî p1 + p2 íà äâå ãðóïïû äâóìÿ ñïîñîáàìè: ñïåðâà íà ãðóïïû

1) Îò 1 äî p1,

2) Îò p1 äî p1 + p2;

çàòåì íà ãðóïïû:

1) Îò 1 äî p2,

2) Îò p2 äî p1 + p2.

Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ïåðåñòàíîâêà (2.6), (2.7) ïåðåñòàâëÿåò ÷èñëà èç ïåðâîé
ãðóïïû ïåðâîãî ðàçáèåíèÿ âî âòîðóþ ãðóïïó âòîðîãî ðàçáèåíèÿ, à èç âòîðîé ãðóïïû
ïåðâîãî ðàçáèåíèÿ â ïåðâóþ ãðóïïó âòîðîãî ðàçáèåíèÿ (Ñì. ðèñ. 2.2).

1 p1 p1 + 1 p1 + p2

1 p2 p2 + 1 p1 + p2

Ðèñ. 2.2. Ïðèíöèï ïåðåñòàíîâêè (2.6), (2.7)

Òîãäà: σ ∈ Sp1+p2 .
×òîáû ïîíÿòü, êàêîé ó ýòîé ïåðåñòàíîâêè çíàê, âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ðàñ-

ñóæäåíèåì. ×èñëî p1 + 1 ïåðåõîäèò íà ìåñòî ÷èñëà ñ íîìåðîì 1. Ïðåäñòàâëÿÿ ýòî
÷åðåç ïàðíûå ïåðåñòàíîâêè, ïîëó÷èì, ÷òî p1 + 1 ìåíÿåòñÿ ìåñòàìè ñ p1, ïîòîì ñ
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p1 − 1 è òàê äàëåå, âñåãî p1 ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê. Äàëåå, ÷èñëî p1 + 2 âñòà¼ò íà
ìåñòî, ãäå ïåðâîíà÷àëüíî áûëî ÷èñëî 2. Äëÿ ýòîãî òàêæå íóæíî p1 ïåðåñòàíîâîê.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ÷èñëà èç âòîðîé ãðóïïû ïåðâîãî ðàçáèåíèÿ (îò p1 + 1
äî p1 + p2), ÷òîáû ñîâåðøèòü ïåðåñòàíîâêó (2.6), (2.7) íóæíî ñîâåðøèòü p1 ïàðíûõ
ïåðåñòàíîâîê, à âñåãî òàêèõ ÷èñåë â ýòîé ãðóïïå p2, çíà÷èò, çíàê èñêîìîé ïåðåñòà-
íîâêè:

sgn(σ) = (−1)p1·p2 . (2.8)

Óòâåðæäåíèå 2.1. Ïóñòü p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1; p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)q2p2.
Ïóñòü:

σ1(k) = p2 + k ïðè k = 1, p1; (2.9)

σ1(k) = −p1 + k ïðè k = p1 + 1, p1 + p2. (2.10)

Ïóñòü äàëåå:

σ2(k) = q2 + k ïðè k = 1, q1; (2.11)

σ2(k) = −q1 + k ïðè k = q1 + 1, q1 + q2. (2.12)

Òîãäà
[A⊗B]σ2σ1 = B ⊗ A. (2.13)

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü: e - áàçèñ L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N .
Òîãäà(
[A⊗B]σ2σ1

)j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e) = (A⊗B)
jσ2(1),...,jσ2(q1+q2)
iσ1(1),...,iσ1(p1+p2)

(e) =

= A
jσ2(1),...,jσ2(q1)
iσ1(1),...,iσ1(p1)

(e)·Bjσ2(q1+1),...,jσ2(q1+q2)
iσ1(p1+1),...,iσ1(p1+p2)

(e) = A
j1+q2 ,...,jq1+q2
i1+p2 ,...,ip1+p2

(e)·Bj1,...,jq2
i1,...,ip2

(e) =

= B
j1,...,jq2
i1,...,ip2

(e)·Aj1+q2 ,...,jq1+q2i1+p2 ,...,ip1+p2
(e) = (B ⊗ A)

j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e) (2.14)

Òî åñòü, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà òåíçîðà [A⊗B]σ2σ1 ðàâíà òàêîé æå
êîìïîíåíòå òåíçîðà B ⊗ A. Òàêèì îáðàçîì, èìååì

[A⊗B]σ2σ1 = B ⊗ A. (2.15)

Äëÿ ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé ïðåäëàãàåòñÿ ïðîäåëàòü âûêëàäêè ñàìîñòîÿòåëüíî.

Óòâåðæäåíèå 2.2. Ïóñòü p, q ∈ Z+, p + q ≥ 1; ξ1, . . . , ξq ∈ (TL)10; ω
1, . . . , ωp ∈

(TL)01;σ1 ∈ Sp; σ2 ∈ Sq.
Òîãäà:[
ξ1 ⊗ . . .⊗ ξq ⊗ ω1 ⊗ . . .⊗ ωp

]σ2
σ1

= ξσ−1
2 (1)⊗ . . .⊗ξσ−1

2 (q)⊗ω
σ−1
1 (1)⊗ . . .⊗ωσ

−1
1 (p). (2.16)

Çàìå÷àíèå 2.2. Ïóñòü: r ∈ Z, r ≥ 3; p1, . . . , pr ∈ Z+.
Îáîçíà÷èì:

pk =
∑
m=1,k

pm ïðè k = 1, r. (2.17)
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Ïóñòü σ ∈ Spr−1
.

Îáîçíà÷èì:

ϕ(σ)(k) = σ(k) ïðè k = 1, pr−1; (2.18)

ϕ(σ)(k) = k ïðè k = pr−1 + 1, pr. (2.19)

Òîãäà
ϕ(σ) ∈ Spr . (2.20)

Âûÿñíèì çíàê ïåðåñòàíîâêè (2.18), (2.19). Óäîáíåå âñåãî â äàííîì ñëó÷àå ýòî ñäå-
ëàòü, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå çíàêà ÷åðåç áåñïîðÿäîê. Äëÿ ýòîãî íóæíî ðàññìîòðåòü
ðåçóëüòàò ïåðåñòàíîâêè âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë, âçÿòü êàêîå-ëèáî
÷èñëî è ñðàâíèâàòü åãî ñ îñòàëüíûìè ÷èñëàìè. Åñëè â ðåçóëüòàòå ñðàâíåíèÿ îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ñïðàâà îò âçÿòîãî ÷èñëà ñòîèò ìåíüøåå ÷èñëî, òî òàêàÿ ñèòóàöèÿ
íàçûâàåòñÿ áåñïîðÿäêîì, è ãîâîðÿò, ÷òî ïåðåñòàíîâêà îáðàçóåò áåñïîðÿäîê. Çíàêîì
ïåðåñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî −1, âîçâåä¼ííîå â ñòåïåíü ÷èñëà áåñïîðÿäêîâ.
Ðàçäåëèì ÷èñëà îò 1 äî pr íà äâå ãðóïïû:

1) Îò 1 äî pr−1;

2) Îò pr−1 + 1 äî pr.

Çàìåòèì, ÷òî âî âòîðîé ãðóïïå ÷èñåë ïåðåñòàíîâêà ϕ(σ) íå ñîçäà¼ò áåñïîðÿäêîâ,
ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ â íåé òîæäåñòâåííîé. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íåò áåñïîðÿäêîâ â
ðàñïîëîæåíèè ÷èñåë èç ïåðâîé ãðóïïû îòíîñèòåëüíî âòîðîé, ïîñêîëüêó ÷èñëà âòî-
ðîé ãðóïïû àïðèîðè áîëüøå ÷èñåë ïåðâîé ãðóïïû è ñòîÿò ïðàâåå. Òàêèì îáðàçîì,
ìû âèäèì, ÷òî ÷èñëî áåñïîðÿäêîâ, ñîçäàâàåìîå ïåðåñòàíîâêîé ϕ(σ), ðàâíî ÷èñëó
áåñïîðÿäêîâ, ñîçäàâàåìûõ ïåðåñòàíîâêîé σ (Ñì. ðèñ. 2.3).

1 pr−1 pr−1 + 1 pr

Ðèñ. 2.3. ×èñëî áåñïîðÿäêîâ, ñîçäàâàåìîå ïåðåñòàíîâêîé ϕ(σ) îïðåäåëÿåòñÿ ïåðå-
ñòàíîâêîé σ

Çíà÷èò, çíàê ïåðåñòàíîâêè ϕ(σ):

sgn (ϕ(σ)) = sgn(σ). (2.21)

Óòâåðæäåíèå 2.3. Ïóñòü r ∈ Z, r ≥ 3; p1, q1 ∈ Z+, A1 ∈ (TL)q1p1, . . ., pr, qr ∈
Z+, Ar ∈ (TL)qrpr .
Îáîçíà÷èì:

pk =
∑
m=1,k

pm ïðè k = 1, r. (2.22)

Ïóñòü äàëåå σ1 ∈ Spr−1
. Îáîçíà÷èì:

ϕ1(σ1(k)) = σ1(k) ïðè k = 1, pr−1; (2.23)

ϕ1(σ1(k)) = k ïðè k = pr−1 + 1, pr. (2.24)
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Îáîçíà÷èì òàêæå:
qk =

∑
m=1,k

qm ïðè k = 1, r (2.25)

Ïóñòü, êðîìå òîãî, σ2 ∈ Sqr−1
. Îáîçíà÷èì åù¼:

ϕ2(σ2(k)) = σ2(k) ïðè k = 1, qr−1; (2.26)

ϕ2(σ2(k)) = k ïðè k = qr−1 + 1, qr. (2.27)

Òîãäà
[A1 ⊗ . . .⊗ Ar]ϕ2(σ2)

ϕ1(σ1)
= [A1 ⊗ . . .⊗ Ar−1]σ2σ1 ⊗ Ar. (2.28)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü òåíçîð ëåâîé ÷àñòè
ïî êîìïîíåíòàì:(

[A1 ⊗ . . .⊗ Ar]ϕ2(σ2)
ϕ1(σ1)

)j1,...,jqr
i1,...,ipr

(e) = (A1 ⊗ . . .⊗ Ar)
jϕ2(σ2)(1),...,jϕ2(σ2)(qr)
iϕ1(σ1)(1),...,iϕ1(σ1)(pr)

(e) (2.29)

Èç îïðåäåëåíèÿ ïåðåñòàíîâîê ϕ1 ((2.23), (2.24)) è ϕ2 ((2.26), (2.27)) è ïðåäñòàâëå-
íèÿ òåíçîðà ïî êîìïîíåíòàì (2.29) ëåãêî ïîëó÷èòü òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå (2.28).

Ñïåöèàëüíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ

Ñ äàííîãî ïóíêòà íà÷èíàåòñÿ íîâûé ìàòåðèàë, êîòîðîãî íå áûëî â ëèíåéíîé àë-
ãåáðå. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ ñî
ìíîãèìè èíäåêñàìè èç áàçèñîâ â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ ñ îäíèì èíäåêñîì (îäíèì
âåðõíèì è îäíèì íèæíåì).

Óòâåðæäåíèå 2.4. Ïóñòü ξ1, . . . , ξN - áàçèñ â (TL)10; ω
1, . . . , ωN - áàçèñ â (TL)01,

p, q ∈ Z+, p+ q ≥ 1.
Òîãäà {

ξm1 ⊗ . . .⊗ ξmq ⊗ ωk1 ⊗ . . .⊗ ωkp
}k1,...,kp=1,N

m1,...,mq=1,N
- áàçèñ (TL)qp. (2.30)

Óòâåðæäåíèå 2.5. Ïóñòü: ξ1, . . . , ξN - áàçèñ â (TL)10, ω
1, . . . , ωN - áàçèñ â (TL)01,

p, q ∈ Z+, p+ q ≥ 1.
Ïóñòü äàëåå e - áàçèñ â L. Îáîçíà÷èì:

ξ
m

k = (ξk(e))
m ïðè k,m = 1, N ; (2.31)

ξ = ξ
−1

; (2.32)

ωm
k = (ωm(e))k ïðè k,m = 1, N ; (2.33)

ω = ω−1. (2.34)

Ïóñòü, êðîìå òîãî, Q ∈ K(N,p+q) (òî åñòü Q - ýòî ÷èñëîâîé íàáîð ñ p èíäåêñàìè
ñíèçó è q èíäåêñàìè ñâðõó). Îáîçíà÷èì:

R(Q)
m1,...,mq
k1,...,kp

= Q
j1,...,jq
i1,...,ip

·ξ
m1

j1
· . . . ·ξ

mq

jq ·ω
i1
k1
· . . . ·ω ip

kp (2.35)
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ïðè k1, . . . , kp,m1, . . . ,mq = 1, N .
Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ:
1.Ïóñòü A ∈ (TL)qp. Òîãäà

A = R(A(e))
m1,...,mq
k1,...,kp

·ξm1 ⊗ . . .⊗ ξmq ⊗ ωk1 ⊗ . . .⊗ ωkp . (2.36)

2.Ïóñòü C ∈ K(N,p+q), è

A = C
m1,...,mq
k1,...,kp

·ξm1 ⊗ . . .⊗ ξmq ⊗ ωk1 ⊗ . . .⊗ ωkp . (2.37)

Òîãäà
C = R(A(e)). (2.38)

Ïåðâûé ïóíêò óòâåðæäåíèÿ 2.5 óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ ëþáîãî
òåíçîðà â ïðîñòðàíñòâå (TL)qp ïî áàçèñó, îáúÿâëåííîì â óòâåðæäåíèè 2.4. Âòîðîé
ïóíêò - óòâåðæäàåò åäèíñòâåííîñòü ýòîãî ðàçëîæåíèÿ è, áîëåå òîãî, ãîâîðèò î òîì,
êàê âû÷èñëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî

1. Ñïåðâà äîêàæåì ïåðâûé ïóíêò óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N .
Òîãäà:((

R(A(e))
m1,...,mq
k1,...,kp

·ξm1 ⊗ . . .⊗ ξmq ⊗ ωk1 ⊗ . . .⊗ ωkp
)

(e)
)j1,...,jq
i1,...,ip

=

= R(A(e))
m1,...,mq
k1,...,kp

·(ξm1(e))
j1· . . . ·

(
ξmq(e)

)jq ·(ωk1(e))
i1
· . . . ·

(
ωkp(e)

)
ip

=

= R(A(e))
m1,...,mq
k1,...,kp

ξ
j1
m1
· . . . ·ξ jqmq ·ω

k1
i1
· . . . ·ω kp

ip
=

= (A(e))
j̃1,...,̃jq

ĩ1,...,̃ip
ξ
m1

j̃1
· . . . ·ξ

mq

j̃q ·ω
ĩ1
k1
· . . . ·ω ĩp

kp ·ξ
j1
m1
· . . . ·ξ jqmq ·ω

k1
i1
· . . . ·ω kp

ip
(2.39)

Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ (2.32), (2.34) ñëåäóåò, ÷òî

ξ
j1
m1
ξ
m1

j̃1
=
(
ξ·ξ
) j1
j̃1

= δ j1
j̃1
, (2.40)

ãäå δ βα - ñèìâîë Êðîíåêåðà (Íàïîìíèì, ÷òî â (2.40), êàê è âåçäå â ýòîì êóðñå, ìû
ïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè).
Òîãäà, ñ ó÷¼òîì (2.40) âûðàæåíèå (2.39) ïðèìåò âèä:((
R(A(e))

m1,...,mq
k1,...,kp

·ξm1 ⊗ . . .⊗ ξmq ⊗ ωk1 ⊗ . . .⊗ ωkp
)

(e)
)j1,...,jq
i1,...,ip

=

= (A(e))
j̃1,...,̃jq

ĩ1,...,̃ip
·δ j1
j̃1
· . . . ·δ jq

j̃q
·δ ĩ1i1 · . . . ·δ

ĩp
ip

= (A(e))
j1,...,jq
i1,...,ip

. (2.41)

Èç (2.41) ñëåäóåò, ÷òî:

R(A)
m1,...,mq
k1,...,kp

·ξm1 ⊗ . . .⊗ ξmq ⊗ ωk1 ⊗ . . .⊗ ωkp = A. (2.42)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé ïóíêò óòâåðæäåíèÿ äîêàçàí.
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2. Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî ïóíêòà, êàê è ïåðâîãî, ïðîùå ïðîâîäèòü íàïðÿìóþ,
ðàñêðó÷èâàÿ îïðåäåëåíèÿ, áåç âñÿêèõ õèòðîñòåé.
Ïóñòü i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Òîãäà:

(A(e))
j1,...,jq
i1,...,ip

=
((
C
m̃1,...,m̃q

k̃1,...,k̃p
ξm̃1 ⊗ . . .⊗ ξm̃p ⊗ ωk̃1 ⊗ . . .⊗ ωk̃p

)
(e)
)j1,...,jq
i1,...,ip

=

= C
m̃1,...,m̃q

k̃1,...,k̃p
(ξm̃1(e))

j1· . . . ·
(
ξm̃q(e)

)jq ·(ωk̃1(e))
i1
· . . . ·

(
ωk̃p(e)

)
ip

=

= C
m̃1,...,m̃q

k̃1,...,k̃p
ξ
j1
m̃1
· . . . ·ξ jqm̃q ·ω

k̃1
i1
· . . . ·ω k̃p

ip
. (2.43)

Ïóñòü: k1, . . . , kp,m1, . . . ,mq = 1, N . Òîãäà

R(A(e))
m1,...,mq
k1,...,kp

= (A(e))
j1,...,jq
i1,...,ip

ξ
m1

j1
· . . . ·ξ

mq

jq ·ω
i1
k1
· . . . ·ω ip

kp =

= C
m̃1,...,m̃q

k̃1,...,k̃p
ξ
j1
m̃1
· . . . ·ξ jqm̃q ·ω

k̃1
i1
· . . . ·ω k̃p

ip
·ξ
m1

j1
· . . . ·ξ

mq

jq ·ω
i1
k1
· . . . ·ω ip

kp = C
m1,...,mq
k1,...,kp

, (2.44)

ãäå ìû ïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèåì (2.40).
Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå ïîëíîñòüþ äîêàçàíî!
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Ëåêöèÿ 3

Òåíçîðíàÿ àëãåáðà (×àñòü 3)

Àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû

Èíîãäà äàííóþ òåìó íàçûâàþò îáîáù¼ííîé òåîðèåé îïðåäåëèòåëåé, ïîñêîëüêó
îïðåäåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü K = {C,R,Q}, L - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K, N ∈
N; dim (L) = N ; p, q ∈ Z+.
1. Ïóñòü A ∈ (TL)qp. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A - àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð,

åñëè: [
A
]σ2
σ1

= sgn(σ1)· sgn(σ2)·A (3.1)

ïðè σ1 ∈ Sp, σ2 ∈ Sq (Êîíå÷íî, äëÿ ïðîâåðêè îïðåäåëåíèÿ íå îáÿçàòåëüíî ïðîâåðÿòü
âñå ïåðåñòàíîâêè èç Sp è Sq. Ìîæíî ïðîâåðÿòü îòäåëüíî ïåðåñòàíîâêó âåðõíèõ è
íèæíèõ èíäåêñîâ, ê òîìó æå èç âûïîëíåíèÿ (3.1) äëÿ ïðîñòîé (ìåíÿåò äâà ïðî-
èçâîëüíûõ èíäåêñà ìåñòàìè) ñëåäóåò âûïîëíåíèå (3.1) äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè).
2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (ΩL)qp ìíîæåñòâî âñåõ òåíçîðîâ A, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèÿì: A ∈ (TL)qp; A - àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð.

Ðàçóìååòñÿ, âñòà¼ò âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî (ΩL)qp ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðî-
ñòðàíñòâà (TL)qp? Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå áåç äîêàçàòåëüñòâà
(ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

Óòâåðæäåíèå 3.1 (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü K = {C,R,Q}, L - ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íàä K, N ∈ N, dim (L) = N (äàëåå ýòó ïðåàìáóëó áóäåì îïóñêàòü);
p, q ∈ Z+.
Òîãäà (ΩL)qp - ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà (TL)qp.

Àëüòåðíèðîâàíèå òåíçîðà

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü p, q ∈ Z+, A ∈ (TL)qp. Îáîçíà÷èì:

[A] =
∑

σ1 ∈ Sp
σ2 ∈ Sq

sgn(σ1) sgn(σ2)
[
A
]σ2
σ1
. (3.2)

Îïåðàöèÿ (3.2) íàçûâàåòñÿ àëüòåðíèðîâàíèåì òåíçîðà A.

Èíòóèòèâíî ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî âûðàæåíèå (3.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíòèñèììåò-
ðè÷íóþ âåùü, ïîñêîëüêó â í¼ì òðåáóåòñÿ ïåðåñòàâèòü èíäåêñû âñåìè âîçìîæíûìè
ñïîñîáàìè, ó÷åñòü ïðè ýòîì ÷¼òíîñòè ïåðåñòàíîâîê è ñëîæèòü ñëàãàåìûå, íî äàííîå
ðàññóæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñïåêóëÿòèâíûì. Ïîýòîìó ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.
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Óòâåðæäåíèå 3.2. Ïóñòü p, q ∈ Z+, A ∈ (TL)qp, σ1 ∈ Sp, σ2 ∈ Sq.
Òîãäà

1.
[

[A]
]σ2
σ1

= sgn(σ1)· sgn(σ2)· [A] (3.3)

2.

[ [
A
]σ2
σ1

]
= sgn(σ1)· sgn(σ2)· [A] . (3.4)

Äîêàæåì òîëüêî ïåðâûé ïóíêò óòâåðæäåíèÿ, âòîðîé äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî,
ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü åãî ñàìîñòîÿòåëüíî.
Äîêàçàòåëüñòâî

1. Î÷åâèäíî:

[
[A]
]σ2
σ1

=


∑

σ̃1 ∈ Sp
σ̃2 ∈ Sq

sgn (σ̃1)· sgn (σ̃2)·
[
A
]σ̃2
σ̃1


σ2

σ1

=
∑

σ̃1 ∈ Sp
σ̃2 ∈ Sq

sgn(σ̃1) sgn(σ̃2)·
[ [
A
]σ̃2
σ̃1

]σ2
σ1

=

=
∑

σ̃1 ∈ Sp
σ̃2 ∈ Sq

sgn(σ̃1) sgn(σ̃2)
[
A
]σ2·σ̃2
σ1·σ̃1

(3.5)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ, è âûðàçèì ñòàðûå ïåðåìåííûå ÷åðåç íîâûå:

˜̃σ1 =σ1·σ̃1˜̃σ2 =σ2·σ̃2
⇒

σ̃1 =σ−11 ·˜̃σ1

σ̃2 =σ−12 ·˜̃σ2

(3.6)

Òîãäà, ñ ó÷¼òîì (3.6) âûðàæåíèå (3.5) ïðèìåò âèä:[
[A]
]σ2
σ1

=
∑

˜̃σ1 ∈ Sp˜̃σ2 ∈ Sq

sgn
(
σ−11 ·˜̃σ1

)
sgn

(
σ−12 ·˜̃σ2

) [
A
]˜̃σ2

˜̃σ1

(3.7)

Â òåîðèè ïåðåñòàíîâîê åñòü òåîðåìà:

Òåîðåìà 3.1. Çíàê ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåñòàíîâîê ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ çíàêîâ.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî çíàê îáðàòíîé ïåðåñòàíîâêè ðàâåí çíàêó ïðÿìîé ïå-
ðåñòàíîâêè. Äåéñòâèòåëüíî, ñ ó÷¼òîì ýòîé òåîðåìû äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè
σ èìååì:

σ·σ−1 = e⇒ sgn
(
σ·σ−1

)
= sgn(e)⇒ sgn(σ)· sgn(σ−1) = 1, (3.8)

à ïîñêîëüêó çíàê ïåðåñòàíîâêè ìîæåò ðàâíÿòüñÿ òîëüêî±1, òî ñ ó÷¼òîì ýòîãî è (3.8)
ïîëó÷àåì, ÷òî çíàê îáðàòíîé ïåðåñòàíîâêè ðàâåí çíàêó ïðÿìîé.
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Èñïîëüçóÿ äàííûé ôàêò, ìîæåì çàïèñàòü âûðàæåíèå (3.7) â âèäå:

[
[A]
]σ2
σ1

= sgn(σ1) sgn(σ2)
∑

˜̃σ1 ∈ Sp˜̃σ2 ∈ Sq

sgn
(˜̃σ1

)
sgn

(˜̃σ2

) [
A
]˜̃σ2

˜̃σ1

=

= sgn(σ1)· sgn(σ2) [A] . (3.9)

Ïåðâûé ïóíêò óòâåðæäåíèÿ äîêàçàí.

Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ

Ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè àëüòåðíèðîâàíèÿ ïîñòðîèì îïåðàöèþ âíåøíåãî ïðîèçâåäå-
íèÿ òåíçîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü r ∈ Z, r ≥ 2, p1, q1 ∈ Z+, A1 ∈ (TL)q1p1 , . . ., pr, qr ∈
Z+, Ar ∈ (TL)qrpr .
Îáîçíà÷èì:

A1 ∧ . . . ∧ Ar =
1

p1!q1!· . . . ·pr!qr!
[A1 ⊗ . . .⊗ Ar] . (3.10)

Îïåðàöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåì (3.10) íàçûâàåòñÿ âíåøíèì ïðîèçâåäåíè-
åì òåíçîðîâ, äðîáü ïåðåä êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè åñòü íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü,
êîòîðûé â ýòîé îïåðàöèè îáÿçàòåëåí, òàê êàê áåç íåãî âûðàæåíèå (3.10) áóäåò
îïðåäåëÿòü äðóãóþ îïåðàöèþ.

Ðàçóìååòñÿ, èíòåðåñíî îïðåäåëèòü, êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò âíåøíåå ïðî-
èçâåäåíèå òåíçîðîâ, â ÷àñòíîñòè, îáëàäàåò ëè îíî ñâîéñòâàìè êîììóòàòèâíîñòè è
àññîöèàòèâíîñòè.
Êàê ìû ïîìíèì, ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñâîéñòâîì êîììóòàòèâíîñòè íå îáëàäà-

åò, âíåøíåå, â îáùåì ñëó÷àå, òîæå íå êîììóòàòèâíî, íî âñ¼ òàêè îíî îáëàäàåò
íåêîé ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé. Ñôîðìóëèðóåì ñî-
îòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.3. Ïóñòü p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)q2p2.
Òîãäà

B ∧ A = (−1)p1p2+q1q2·A ∧B. (3.11)

Äîêàçàòåëüñòâî

Îáîçíà÷èì:

σ1(k) = p2 + k ïðè k = 1 < p1; (3.12)

σ1(k) = −p1 + k ïðè k = p1 + 1, p1 + p2. (3.13)

Ñ ýòîé ïåðåñòàíîâêîé ìû óæå ñòàëêèâàëèñü â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ. Òîãäà (ñ ó÷¼-
òîì (2.8)):

σ1 ∈ Sp1+p2 , sgn(σ2) = (−1)p1p2 . (3.14)
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Îáîçíà÷èì:

σ2(k) = q2 + k ïðè k = 1, q1; (3.15)

σ2(k) = −q1 + k ïðè k = q1 + 1, q1 + q2. (3.16)

Òîãäà:
σ2 ∈ Sq1+q2 , sgn(σ2) = (−1)q1q2 . (3.17)

Î÷åâèäíî (çäåñü ïðîñòî èä¼ò ðàñêðûòèå îïðåäåëåíèé):

B ∧ A =
1

p2!q2!p1!q1!
[B ⊗ A] =

1

p1!q1!p2!q2!

[ [
A⊗B

]σ2
σ1

]
=
sgn(σ1) sgn(σ2)

p1!q1!p2!q2!
[A⊗B] =

= (−1)p1p2+q1q2·A ∧B. (3.18)

Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Âìåñòî òîãî, ÷òîáû äîêàçûâàòü àññîöèàòèâíîñòü, ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì áî-

ëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, èç êîòîðîãî áóäåò ñëåäîâàòü àññîöèàòèâíîñòü âíåøíåãî
ïðîèçâåäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3.4. Ïóñòü r ∈ Z, r ≥ 3, p1, q1 ∈ Z+, A1 ∈ (TL)q1p1 , . . . , pr, qr ∈
Z+, Ar ∈ (TL)qrpr .
Òîãäà:

1. (A1 ∧ . . . ∧ Ar−1) ∧ Ar = A1 ∧ . . . ∧ Ar (3.19)

2. A1 ∧ (A2 ∧ . . . ∧ Ar) = A1 ∧ . . . ∧ Ar. (3.20)

Çàìå÷àíèå 3.1. Äëÿ r = 3 âûðàæåíèÿ (3.19), (3.20) ïðèìóò âèä:

(A1 ∧ A2) ∧ A3 = A1 ∧ A2 ∧ A3;

A1 ∧ (A2 ∧ A3) = A1 ∧ A2 ∧ A3.

Òî åñòü èõ ëåâûå ÷àñòè ðàâíû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîñòüþ.

Äîêàæåì ïåðâûé ïóíêò óòâåðæäåíèÿ, âòîðîé ïóíêò äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ðåêîìåíäóåòñÿ äîêàçàòü åãî è ïîñòðîèòü äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà ϕ ñàìîñòîÿòåëüíî.
Äîêàçàòåëüñòâî

1.Îáîçíà÷èì:
pk =

∑
m=1,k

pm ïðè k = 1, r. (3.21)

Ïóñòü σ1 ∈ Spr−1
. Îáîçíà÷èì:

ϕ1(σ1)(k) = σ1(k) ïðè k = 1, pr−1; (3.22)

ϕ1(σ1)(k) = k ïðè k = pr−1 + 1, pr. (3.23)

Òîãäà

ϕ1(σ1) ∈ Spr , sgn
(
ϕ1(σ1)

)
= sgn(σ1). (3.24)
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Îáîçíà÷èì:
qk =

∑
m=1,k

qm ïðè k = 1, r. (3.25)

Ïóñòü σ2 ∈ Sqr−1
. Îáîçíà÷èì:

ϕ2(σ2)(k) = σ2(k) ïðè k = 1, qr−1; (3.26)

ϕ2(σ2)(k) = k ïðè k = qr−1 + 1, qr. (3.27)

Òîãäà

ϕ2(σ2) ∈ Sqr , sgn
(
ϕ2(σ2)

)
= sgn(σ2). (3.28)

Î÷åâèäíî (çäåñü ìû ïðîñòî ðàñêðûâàåì îïðåäåëåíèÿ):

(A1 ∧ . . . ∧ Ar−1)∧Ar =
1

pr−1!qr−1!pr!qr!

∑
σ̃1 ∈ Spr
σ̃2 ∈ Sqr

sgn (σ̃1) sgn (σ̃2)·
[
(A1 ∧ . . . ∧ Ar−1)⊗ Ar

]σ̃2
σ̃1

=

=
1

pr−1!qr−1!pr!qr!

∑
σ̃1 ∈ Spr
σ̃2 ∈ Sqr

sgn (σ̃1) sgn (σ̃2)·

·




1

p1!q1!· . . . ·pr−1!qr−1!
∑

σ1 ∈ Spr−1

σ2 ∈ Sqr−1

sgn (σ1) sgn (σ2)
[
A1 ⊗ . . .⊗ Ar−1

]σ2
σ1

⊗ Ar


σ̃2

σ̃1

(3.29)

Âñïîìíèì, ÷òî òðàíñïîíèðîâàíèå òåíçîðà ëèíåéíî ïî ñâîèì àðãóìåíòàì, ïîòîìó
ìû ìîæåì âíåñòè òðàíñïîíèðîâàíèå ïîä çíàê âíóòðåííåé ñóììû. Òóäà æå âíåñ¼ì
çíàêè sgn (σ̃1) è sgn (σ̃2), íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè ìîæåì âûíåñòè èç ïîä çíàêà
ñóììèðîâàíèÿ. Ïîìåíÿåì ìåñòàìè ñóììèðîâàíèå ïî σ̃1,2 è ñóììèðîâàíèå ïî σ1,2
Òîãäà âûðàæåíèå (3.29) ïðèìåò âèä:

(A1 ∧ . . . ∧ Ar−1) ∧ Ar =

=
1

p1!q1!· . . . · pr!qr!pr−1!qr−1!
∑

σ1 ∈ Spr−1

σ2 ∈ Sqr−1

∑
σ̃1 ∈ Spr
σ̃2 ∈ Sqr

sgn(σ1) sgn (σ̃1) sgn(σ2) sgn (σ̃2)·

·
[ [
A1 ⊗ . . .⊗ Ar−1

]σ2
σ1
⊗ Ar

]σ̃2
σ̃1

(3.30)
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Ñ ó÷¼òîì (2.28) è ñâîéñòâà çíàêà ïåðåñòàíîâîê ϕ1,2, à òàêæå òåîðåìû 3.1 âûðà-
æåíèå (3.30) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó:

(A1 ∧ . . . ∧ Ar−1) ∧ Ar =

=
1

p1!q1!· . . . ·pr!qr!pr−1!qr−1!
∑

σ1 ∈ Spr−1

σ2 ∈ Sqr−1

∑
σ̃1 ∈ Spr
σ̃2 ∈ Sqr

sgn(σ1)︸ ︷︷ ︸
sgn (ϕ1(σ1))

sgn(σ̃1) sgn(σ2)︸ ︷︷ ︸
sgn (ϕ2(σ2))

sgn(σ̃2)·

·
[ [
A1 ⊗ . . .⊗ Ar

]ϕ2(σ2)

ϕ1(σ1)

]σ̃2
σ̃1

=

=
1

p1!q1!· . . . ·pr!qr!pr−1!qr−1!
∑

σ1 ∈ Spr−1

σ2 ∈ Sqr−1

∑
σ̃1 ∈ Spr
σ̃2 ∈ Sqr

sgn (σ̃1·ϕ1(σ1)) sgn (σ̃2·ϕ2(σ2))·

·
[
A1 ⊗ . . .⊗ Ar

]σ̃2·ϕ2(σ2)

σ̃1·ϕ2(σ1)
(3.31)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ è âûðàçèì ñòàðûå ïåðåìåííûå ÷åðåç íîâûå:

˜̃σ1 =σ̃1·ϕ1(σ1);˜̃σ2 =σ̃1·ϕ2(σ2)
⇒

σ̃1 =ϕ1(σ1)
−1˜̃σ1

σ̃1 =ϕ2(σ2)
−1˜̃σ2

(3.32)

Ñ ó÷¼òîì (3.32) âûðàæåíèå (3.31) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

(A1 ∧ . . . ∧ Ar−1) ∧ Ar =

1

p1!q1!· . . . ·pr!qr!����
��XXXXXXpr−1!qr−1!

�
�
�
�
�
��
��

���
�XXXXXXpr−1!qr−1!∑

σ1 ∈ Spr−1

σ2 ∈ Sqr−1

∑
˜̃σ1 ∈ Spr˜̃σ2 ∈ Sqr

sgn
(˜̃σ1

)
sgn

(˜̃σ2

)
·

·
[
A1 ⊗ . . .⊗ Ar

]˜̃σ2

˜̃σ1

(3.33)

Ìû âèäèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ (3.32) ñëàãàåìûå âíåøíåé ñóììû
â (3.33) (ïîä÷¼ðêíóòû äâóìÿ ÷åðòàìè) ïåðåñòàëè çàâèñåòü îò σ1,2. Íà ñàìîì äåëå,
òàê è áûëî ñ ñàìîãî íà÷àëà, è åñëè áû â íà÷àëå ìîæíî áûëî áû âû÷èñëèòü ýòè
ñëàãàåìûå, òî ïîëó÷èëîñü áû, ÷òî îíè - îäèíàêîâû (â ñàìîì äåëå, òî, ÷òî ñëàãàåìûå
ôîðìàëüíî íóìåðóþòñÿ êàêèì-òî èíäåêñîì, åù¼ íå îçíà÷àåò, ÷òî îíè íå ìîãóò áûòü
îäèíàêîâûìè). Çàìåíà ïåðåìåííûõ ïîçâîëèëà îáíàðóæèòü ýòîò ôàêò. Òîãäà çíàê
ñóììû ìîæíî çàìåíèòü óìíîæåíèåì íà ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê â Spr−1

è Sqr−1
(pr−1 è

qr−1 ñîîòâåòñòâåííî).
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Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî èìååì:

(A1 ∧ . . . ∧ Ar−1) ∧ Ar =

=
1

p1!q1!· . . . ·pr!qr!
∑

˜̃σ1 ∈ Spr˜̃σ2 ∈ Sqr

sgn
(˜̃σ1

)
sgn

(˜̃σ2

) [
A1 ⊗ . . .⊗ Ar

]˜̃σ2

˜̃σ1

=

= A1 ∧ . . . ∧ Ar. (3.34)

Ïåðâûé ïóíêò óòâåðæäåíèÿ äîêàçàí.
Òåïåðü, îïèðàÿñü íà îïåðàöèþ âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîñòðîèì ðàçëîæåíèå äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà, ó÷èòûâàþùåå ñèììåòðèþ (ïðåäûäóùåå
ðàçëîæåíèå òåíçîðîâ áûëî íå ñîâñåì ôèçè÷íûì, ïîñêîëüêó íå ó÷èòûâàëî ñèììåò-
ðèþ ñèñòåìû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì äëÿ îïèñàíèÿ íåêîòîðûõ ñèñòåì, íàïðè-
ìåð, ñèñòåì ôåðìèîíîâ).

Ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèÿ êàñàòåëüíî áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå àíòèñèì-
ìåòðè÷íûõ òåíçîðîâ è ðàçìåðíîñòè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà (ðåêîìåíäóåòñÿ äîêàçàòü èõ
ñàìîñòîÿòåëüíî).

Óòâåðæäåíèå 3.5. Ïóñòü: ξ1, . . . , ξN - áàçèñ â (TL)10, ω
1, . . . , ωN - áàçèñ â (TL)01,

p, q = 0, N, p+ q ≥ 1.

Òîãäà
{
ξm1 ∧ . . . ∧ ξmq ∧ ωk1 ∧ . . . ∧ ωkp

}1≤k1<...<kp≤N
1≤m1<...<mq≤N

- áàçèñ â (ΩL)qp.

Óòâåðæäåíèå 3.6. Ïóñòü: ξ1, . . . , ξN - áàçèñ â (TL)10, ω
1, . . . , ωN - áàçèñ â (TL)01,

p, q = 0, N .
Òîãäà:

dim (ΩL)qp = Cp
NC

q
N . (3.35)

Ñôîðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî ÷èñëîâûõ íàáîðîâ
(êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ), â äàëüíåéøåì îíî íàì ïðèãîäèòñÿ.

Óòâåðæäåíèå 3.7 (Âñïîìîãàòåëüíîå). Ïóñòü: ξ1, . . . , ξN ∈ (TL)10, ω
1, . . . , ωN ∈

(TL)01, p, q ∈ Z+, p+ q ≥ 1.
Ïóñòü äàëåå: C ∈ K(N,q+p) (÷èñëîâîé íàáîð), C - àíòèñèììåòðè÷íûé.
Òîãäà:

C
m1,...,mq
k1,...,kp

ξm1⊗. . .⊗ξmq⊗ωk1⊗. . .⊗ωkp =
1

p!q!
C
m1,...,mq
k1,...,kp

ξm1∧. . .∧ξmq∧ωk1∧. . .∧ωkp (3.36)

Äîêàçàòåëüñòâî
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Ïðîâåä¼ì ñëåäóþùèå, â ñóùíîñòè ïðîñòûå, íî óòîìèòåëüíûå âûêëàäêè (ñ ó÷¼-
òîì (2.16)):

1

p!q!
C
m1,...,mq
k1,...,kp

ξm1 ∧ . . . ∧ ξmq ∧ ωk1 ∧ . . . ∧ ωkp =

=
1

p!q!
C
m1,...,mq
k1,...,kp

1

0!1!· . . . ·0!1!1!0!· . . . ·1!0!

∑
σ1 ∈ Sp
σ2 ∈ Sq

sgn(σ1) sgn(σ2)·

·
[
ξm1 ⊗ . . .⊗ ξmq ⊗ ωk1 ⊗ . . .⊗ ωkp

]σ2
σ1

=

1

p!q!

∑
σ1∈Sp
σ2∈Sq

sgn(σ1) sgn(σ2)C
m1,...,mq
k1,...,kp

·ξm
σ−1
2 (1)
⊗ . . .⊗ ξm

σ−1
2 (q)
⊗ ω

k
σ−1
1 (1) ⊗ . . .⊗ ω

k
σ−1
1 (p)

(3.37)

Ïîñêîëüêó C - àíòèñèììåòðè÷åí, òî ìîæíî ïîìåíÿòü èíäåêñû ìåñòàìè, äîìíîæàÿ
íà çíàêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåñòàíîâîê, òîãäà (3.37) ïðèìåò âèä:

1

p!q!

∑
σ1∈Sp
σ2∈Sq

C
m
σ−1
2 (1)

,...,m
σ−1
2 (q)

kσ1−1(1),...,kσ−1
1 (p)

ξm
σ−1
2 (1)

⊗ . . . ⊗ ξm
σ−1
2 (q)

⊗ ω
k
σ−1
1 (1) ⊗ . . . ⊗ ω

k
σ−1
1 (p) (3.38)

Âñïîìíèì, ÷òî â íàøèõ çàïèñÿõ ìû ïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì ñóììèðîâàíèÿ Ýéí-
øòåéíà, òîãäà èç (3.38) âèäíî, ÷òî èíäåêñû ïðè m è k ïîâòîðÿþòñÿ, òî åñòü ïî íèì
áóäåò ïðîâîäèòüñÿ ñóììà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íåò íèêàêîé ðàçíèöû, íóìåðîâàòü èõ ñ
ïîìîùüþ çíàêîâ îáðàòíûõ ïåðåñòàíîâîê σ−11,2 èëè ïðîñòî öèôðàìè, ïîñêîëüêó ïðè
ñóììèðîâàíèè îíè âñ¼ ðàâíî áóäóò ïðîáåãàòü âñå ñâîè çíà÷åíèÿ. Òîãäà (3.38) ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå:

1

p!q!
C
m1,...,mq
k1,...,kp

ξm1 ∧ . . . ∧ ξmq ∧ ωk1 ∧ . . . ∧ ωkp =

=
1

��
�HHHp!q!

�
�
�
�
�
��
��
�HHHp!q!∑

σ1∈Sp
σ2∈Sq

C
m1,...,mq
k1,...,kp

ξm1 ⊗ . . .⊗ ξmq ⊗ ωk1 ⊗ . . .⊗ ωkp︸ ︷︷ ︸
íå çàâèñèò îò σ1,2

=

= C
m1,...,mq
k1,...,kp

ξm1 ⊗ . . .⊗ ξmq ⊗ ωk1 ⊗ . . .⊗ ωkp . (3.39)

Îïÿòü ìû âèäèì, ÷òî ñëàãàåìûå íå çàâèñÿò îò σ1,2, è îïÿòü òàê è áûëî ñ ñàìîãî
íà÷àëà.
Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ãëàâíîå óòâåðæäåíèå ýòîãî ïóíêòà.

Óòâåðæäåíèå 3.8. Ïóñòü: ξ1, . . . , ξn - áàçèñ â (TL)10, ω
1, . . . , ωN - áàçèñ â (TL)01,

p, 1 ∈ Z+, p+ q ≥ 1.
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Ïóñòü äàëåå: e - áàçèñ â L; îáîçíà÷èì:

ξ
m

k = (ξk(e))
m ïðè k,m = 1, N ; (3.40)

ξ = ξ
−1

; (3.41)

ωm
k = (ωm(e))k ïðè k,m = 1, N ; (3.42)

ω = ω−1. (3.43)

Ïóñòü, êðîìå òîãî, Q ∈ K(N,q+p). Îáîçíà÷èì:

R(Q)
m1,...,mq
k1,...,kp

= Q
j1,...,jq
i1,...,ip

·ξ
m1

j1
· . . . ·ξ

mq

jq ·ω
i1
k1
· . . . ·ω ip

kp , (3.44)

ïðè k1, . . . , k + p = 1, N , m1, . . . ,mq = 1, N .
Òîãäà:
1.Ïóñòü: A ∈ (ΩL)qp. Òîãäà

A =
1

p!q!
R
(
A(e)

)m1,...,mq

k1,...,kp
ξm1 ∧ . . . ∧ ξmq ∧ ωk1 ∧ . . . ∧ ωkp . (3.45)

2.Ïóñòü: C ∈ K(N,q+p), C - àíòèñèììåòðè÷íûé, è

A =
1

p!q!
C
m1,...,mq
k1,...,kp

ξm1 ∧ . . . ∧ ξmq ∧ ωk1 ∧ . . . ∧ ωkp . (3.46)

Òîãäà
C = R

(
A(e)

)
. (3.47)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ (áåç ôîðìóëèðîâêè) áóäåò â ñëåäóþùåé ëåê-
öèè.
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Ëåêöèÿ 4

Òåíçîðíàÿ àëãåáðà (×àñòü 4)

Ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà (Ïðîäîëæåíèå)

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííîãî â êîíöå ïðåäûäó-
ùåé ëåêöèè.
Äîêàçàòåëüñòâî

1. Î÷åâèäíî, ÷òî:

A = R
(
A(e)

)m1,...,mq

k1,...,kp
·ξm1 ⊗ . . .⊗ ξmq ⊗ ωk1 ⊗ . . .⊗ ωkp =

=
1

p!q!
R
(
A(e)

)m1,...,mq

k1,...,kp
·ξm1 ∧ . . . ∧ ξmq ∧ ωk1 ∧ . . . ∧ ωkp . (4.1)

Äåéñòâèòåëüíî, âåäü ïî óñëîâèþ òåíçîð A - àíòèñèììåòðè÷åí, çíà÷èò è ÷èñëîâîé íà-

áîð R
(
A(e)

)
òîæå àíòèñèììåòðè÷åí. Òîãäà èç äîêàçàííîãî âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåð-

æäåíèÿ 3.7 íåïðåìåííî ñëåäóåò âûðàæåíèå (4.1).
Ïåðâûé ïóíêò óòâåðæäåíèÿ äîêàçàí.
2. Î÷åâèäíî (èç äîêàçàííîãî ïóíêòà 1), ÷òî:

A =
1

p!q!
C
m1,...,mq
k1,...,kp

·ξm1 ∧ . . . ∧ ξmq ∧ ωk1 ∧ . . . ∧ ωkp =

= C
m1,...,mq
k1,...,kp

·ξm1 ⊗ . . .⊗ ξmq ⊗ ωk1 ⊗ . . .⊗ ωkp . (4.2)

Òîãäà èç (4.2) è óòâåðæäåíèÿ 2.5 ïóíêòà 2 íåïðåìåííî ñëåäóåò, ÷òî

C = R
(
A(e)

)
. (4.3)

Èòàê, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ èìåþòñÿ 2 ðàçëîæåíèÿ òåíçîðîâ. Òåïåðü ìû ïîëó÷èì òðå-

òüå ðàçëîæåíèå, áåç íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ, íî ñ óïîðÿäî÷åíèåì èíäåêñîâ ïðè
ñóììèðîâàíèè. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 4.1 (Âñïîìîãàòåëüíîå). Ïóñòü: K = {C,R,Q}; L - ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íàä K; N ∈ N, p, q = 0, N , p+ q ≥ 1.

Ïóñòü äàëåå:
{
A
m1,...,mq
k1,...,kp

}m1,...,mq=1,N

k1,...,kp=1,N
- ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ K, àíòèñèììåòðè÷-

íîå ïî èíäåêñàì ñ íîìåðàìè 1, . . . , q è ïî èíäåêñàì ñ íîìåðàìè q + 1, . . . , q + p;{
B
k1,...,kp
m1,...,mq

}k1,...,kp=1,N

m1,...,mq=1,N
- ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ L, àíòèñèììåòðè÷íîå ïî èíäåêñàì

ñ íîìåðàìè 1, . . . , p è ïî èíäåêñàì ñ íîìåðàìè p+ 1, . . . , p+ q.
Òîãäà: ∑

1≤k1<...<kp≤N

1≤m1<...<mq≤N

A
m1,...,mq
k1,...,kp

Bk1,...,kp
m1,...,mq

=
1

p!q!
A
m1,...,mq
k1,...,kp

Bk1,...,kp
m1,...,mq

. (4.4)
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàñïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (4.4). Ïîñêîëüêó ñåìåéñòâà A è B - àíòèñèì-
ìåòðè÷íû, òî â ñóììàõ â ïðàâîé ÷àñòè (4.4) ìíîãî íóëåé. Â òàêîì ñëó÷àå óáåð¼ì
íåíóæíûå ñëàãàåìûå èç ñóììû:

1

p!q!
A
m1,...,mq
k1,...,kp

Bk1,...,kp
m1,...,mq

=

=
1

p!q!

∑
k1,...,kp=1,N

k1,...,kp - ðàçëè÷íû.

∑
m1,...,mq=1,N

m1,...,mq - ðàçëè÷íû.

A
m1,...,mq
k1,...,kp

Bk1,...,kp
m1,...,mq

. (4.5)

Ìû ïîëó÷èëè ñóììû ïî íåóïîðÿäî÷åííûì íàáîðàì, èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóì-
ìèðîâàíèå ïî óïîðÿäî÷åííûì íàáîðàì, à ïîòîì ñóììèðîâàíèå ïî âñåâîçìîæíûì
ïåðåñòàíîâêàì ýòèõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ. Òîãäà ìîæåì ïåðåïèñàòü (4.5) â âèäå
(ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî íàáîðû àíòèñèììåòðè÷íû, ïîìíèì, ÷òî ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè
èíäåêñû, äîìíîæàÿ íà çíàê ïåðåñòàíîâêè):

1

p!q!

∑
k1,...,kp=1,N

k1,...,kp - ðàçëè÷íû.

∑
m1,...,mq=1,N

m1,...,mq - ðàçëè÷íû.

A
m1,...,mq
k1,...,kp

Bk1,...,kp
m1,...,mq

=

=
1

p!q!

∑
1≤k1<...<kp≤N

1≤m1<...<mq≤N

∑
σ1∈Sp
σ2∈Sq

A
mσ2(1),...,mσ2(q)
kσ1(1),...,kσ1(p)

B
kσ1(1),...,kσ1p
mσ2(1),...,mσ2(q)

=

=
1

p!q!

∑
1≤k1<...<kp≤N

1≤m1<...<mq≤N

∑
σ1∈Sp
σ2∈Sq

��
���sgn(σ1)·XXXXsgn(σ2)A

m1,...,mq
k1,...,kp

·����sgn(σ1)·XXXXsgn(σ2)B
k1,...,kp
m1,...,mq

=

=
1

��
�HHHp!q!

∑
1≤k1<...<kp≤N

1≤m1<...<mq≤N
�
�
�
�
�
��
��
�H
HHp!q!∑

σ1∈Sp
σ2∈Sq

A
m1,...,mq
k1,...,kp

Bk1,...,kp
m1,...,mq

. (4.6)

Òàêèì îáðàçîì, âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèå î òðåòüåì ðàçëîæåíèè.

Óòâåðæäåíèå 4.2. Ïóñòü: K = {C,R,Q}; L - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K,
N ∈ N, dim(L) = N ; ξ1, . . . , ξN - áàçèñ â (TL)10, ω

1, . . . , ωN - áàçèñ â (TL)01; p, q = 0, N ,
p+ q ≥ 1.
Ïóñòü e - áàçèñ â L; ââåä¼ì ìàòðèöû:

ξ
m

k =
(
ξk(e)

)m
ïðè k,m = 1, N (4.7)

ξ = ξ
−1

; (4.8)

ωm
k =

(
ωm(e)

)
k
ïðè k,m = 1, N ; (4.9)

ω = ω−1. (4.10)
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Ïóñòü Q ∈ K(N,q+p). Îáîçíà÷èì:

R(Q)
m1,...,mq
k1,...,kp

= Q
j1,...,jq
i1,...,ip

·ξ
m1

j1
· . . . ·ξ

mq

jq ·ω
i1
k1
· . . . ·ω ip

kp (4.11)

ïðè k1, . . . , kp,m1, . . . ,mq = 1, N .
1.Ïóñòü A ∈ (ΩL)qp. Òîãäà

A =
∑

1≤k1<...<kp≤N

1≤m1<...<mq≤N

R
(
A(e)

)m1,...,mq

k1,...,kp
·ξm1 ∧ . . . ∧ ξmq ∧ ωk1 ∧ . . . ∧ ωkp . (4.12)

2.Ïóñòü: C ∈ L(N,q+p), C - àíòèñèììåòðè÷åí ïî èíäåêñàì ñ íîìåðàìè 1, . . . , q è
ïî èíäåêñàì ñ íîìåðàìè q + 1, . . . , q + p,

A =
∑

1≤k1<...<kp≤N

1≤m1<...<mq≤N

C
m1,...,mq
k1,...,kp

ξm1 ∧ . . . ∧ ξmq ∧ ωk1 ∧ . . . ∧ ωkp . (4.13)

Òîãäà:
C = R

(
A(e)

)
. (4.14)

3.Ïóñòü
{
C
m1,...,mq
k1,...,kp

}1≤m1<...<mq≤N

1≤k1<...<kp≤N
- ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ K. Ïóñòü äàëåå:

A =
∑

1≤k1<...<kp≤N

1≤m1<...<mq≤N

C
m1,...,mq
k1,...,kp

·ξm1 ∧ . . . ∧ ξmq ∧ ωk1 ∧ . . . ∧ ωkp . (4.15)

Òîãäà:
C
m1,...,mq
k1,...,kp

= R
(
A(e)

)m1,...,mq

k1,...,kp
(4.16)

ïðè k1, . . . , kp ∈ Z, 1 ≤ k1 < . . . < kp ≤ N ; m1, . . . ,mq ∈ Z, 1 ≤ m1 < . . . < mq ≤ N .

Äîêàçàòåëüñòâî

Áóäåì äîêàçûâàòü êàæäûé ïóíêò.
1.Î÷åâèäíî, ÷òî:

A =
1

p!q!
R
(
A(e)

)m1,...,mq

k1,...,kp
ξm1 ∧ . . . ∧ ξmq ∧ ωk1 ∧ . . . ∧ ωkp =

=
∑

1≤k1<...<kp≤N

1≤m1<...<mq≤N

R
(
A(e)

)m1,...,mq

k1,...,kp
ξm1 ∧ . . . ∧ ξmq ∧ ωk1 ∧ . . . ∧ ωkp . (4.17)

Äåéñòâèòåëüíî, âåäü ïîä÷¼ðêíóòûå ÷ëåíû - ýòî òåíçîðû, êîòîðûå îáðàçóþò ëèíåé-
íîå ïðîñòðàíñòâî (ïî ñóòè - ýòî ñåìåéñòâà ýëåìåíòîâ èç K), çíà÷èò, çäåñü äåéñòâóåò,
óñòàíîâëåííîå íàìè, âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå 4.1.
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2.Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî:

A =
∑

1≤k1<...<kp≤N

1≤m1<...<mq≤N

C
m1,...,mq
k1,...,kp

ξm1 ∧ . . . ∧ ξmq ∧ ωk1 ∧ . . . ∧ ωkp =

=
1

p!q!
C
m1,...,mq
k1,...,kp

ξm1 ∧ . . . ∧ ξmq ∧ ωk1 ∧ . . . ∧ ωkp . (4.18)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè çàìåíèòü â (4.17) R
(
A(e)

)m1,...,mq

k1,...,kp
íà C

m1,...,mq
k1,...,kp

, òî ïîëó÷èò-

ñÿ (4.18) òîëêî â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
Òîãäà èç (4.17) è (4.18) íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî:

C = R
(
A(e)

)
. (4.19)

3.Ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåííûå â ýòîì ïóíêòå ñåìåéñòâà ñëîæíî óñòðîåíû (èõ èí-
äåêñû óïîðÿäî÷åíû), òî ñîñëàòüñÿ íà ïåðâûé ðåçóëüòàò ëåêöèè çäåñü íå ïîëó÷èòñÿ,
âåäü ïîíÿòèå àíòèñèììåòðè÷íîñòè äëÿ íèõ íå èìååò ñìûñëà. Ñïåðâà íóæíî äîñòðî-
èòü ýòî ñåìåéñòâî äî ïîëíîöåííîãî àíòèñèììåòðè÷íîãî ÷èñëîâîãî íàáîðà.
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëîâîé íàáîð C̃, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-

âèÿì: C̃ ∈ K(N,q+p), C̃ - àíòèñèììåòðè÷íûé ïî èíäåêñàì ñ íîìåðàìè 1, . . . , q è ïî
èíäåêñàì ñ íîìåðàìè q + 1, . . . , q + p. Ïðè ýòîì:

C̃
m1,...,mq
k1,...,kp

= C
m1,...,mq
k1,...,kp

(4.20)

ïðè k1, . . . , kp ∈ Z, 1 ≤ k1 < . . . < kp ≤ N ; m1, . . . ,mq ∈ Z, 1 ≤ m1 < . . . < mq ≤ N .
Ïîñêîëüêó â ñóììå (4.15) èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû, òî ìû

ìîæåì çàïèñàòü:

A =
∑

1≤k1<...<kp≤N

1≤m1<...<mq≤N

C
m1,...,mq
k1,...,kp

ξm1 ∧ . . . ∧ ξmq ∧ ωk1 ∧ . . . ∧ ωkp =

=
∑

1≤k1<...<kp≤N

1≤m1<...<mq≤N

C̃
m1,...,mq
k1,...,kp

ξm1 ∧ . . . ∧ ξmq ∧ ωk1 ∧ . . . ∧ ωkp . (4.21)

Òîãäà èç (4.21) è âòîðîãî ïóíêòà íàñòîÿùåãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî:

C̃ = R
(
A(e)

)
, (4.22)

è, åñëè âñïîìíèòü, êàê áûë ïîñòðîåí íàáîð C̃, ïîëó÷àåì, ÷òî:

C
m1,...,mq
k1,...,kp

= C̃
m1,...,mq
k1,...,kp

= R
(
A(e)

)m1,...,mq

k1,...,kp
(4.23)

ïðè k1, . . . , kp ∈ Z, 1 ≤ k1 < . . . < kp ≤ N ; m1, . . . ,mq ∈ Z, 1 ≤ m1 < . . . < mq ≤ N .
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Àëüòåðíàòèâíûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ òåíçîðíîé àëãåáðû

Â ñàìîì íà÷àëå ïåðâîé ëåêöèè ìû óïîìÿíóëè, ÷òî ïîíÿòèå òåíçîðà ìîæíî îïðå-
äåëèòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè (íå òîëüêî ÷åðåç ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû). Áûëî áû íå
ïðàâèëüíî íå óïîìÿíóòü ýòè ñïîñîáû, ïîýòîìó â äàííîì ïóíêòå ìû ñêàæåì ïàðó
ñëîâ î äðóãèõ ñïîñîáàõ ïîñòðîåíèÿ òåíçîðíîé àëãåáðû. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ
íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû. Âñïîìíèì, ÷òî òàêîå ñîïðÿæ¼ííîå ïðî-
ñòðàíñòâî è ñîïðÿæ¼ííûé (äóàëüíûé) áàçèñ.

Çàìå÷àíèå 4.1. Ïóñòü K = {C,R,Q}; L - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K, N ∈ N,
dim(L) = N ; p, q ∈ Z+, p+ q ≥ 1.
Ïóñòü äàëåå e = (e1, . . . , eN) - áàçèñ â L.
L∗ - ýòî ñîïðÿæ¼ííîå ê L ïðîñòðàíñòâî (ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ

ôóíêöèîíàëîâ). Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, êàê è â L, ìîæíî âûáðàòü áàçèñ:

ω1, . . . , ωN ∈ L∗. (4.24)

Ýëåìåíòû â (4.24) - ýòî ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû (èõ, êîíå÷íî, ìîæíî ïðèìåíèòü
ê âåêòîðàì). Ìîæíî ïîäîáðàòü (ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì îáðàçîì) òàêîé íàáîð ëè-
íåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ (4.24), ÷òî:

ωm(ek) = δmk . (4.25)

Òàêîé íàáîð íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì (èëè äóàëüíûì) áàçèñîì, è îí îáîçíà÷àåò-
ñÿ, êàê e∗:

e∗ =
(

(e∗)1, . . . , (e∗)N
)
. (4.26)

Ïóñòü:
A : (L∗)q × Lp ⇒ K. (4.27)

Òî åñòü A - ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ q + p àðãóìåíòîâ (q êîâåêòîðîâ (ëèíåéíûõ ôóíêöè-
îíàëîâ) è p âåêòîðîâ):

A

a1, . . . , aq︸ ︷︷ ︸
∈L∗

, x1, . . . , xp︸ ︷︷ ︸
∈L

 ∈ K. (4.28)

Ïóñòü òåïåðü A - ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (ëèíåéíàÿ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó).
Ïîïðîáóåì âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè A (ðàñïèñàòü â ÿâíîì âèäå). Êâàäðàò-

íûìè ñêîáêàìè áóäåì îáîçíà÷àòü êîîðäèíàòó âåêòîðà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, à èí-
äåêñ êîîðäèíàòû ó êîâåêòîðîâ áóäåì ïèñàòü ñíèçó êâàäðàòíîé ñêîáêè, à ó âåêòîðîâ
- ñâåðõó.
Ïóñòü: a1, . . . , aq ∈ L∗, x1, . . . , xp ∈ L.
Òîãäà:

A
(
a1, . . . , aq, x1, . . . , xp

)
=

= A
([
A1
]
m1

(e∗)(e∗)m1 , . . . , [Aq]mq (e∗)(e∗)mq , [x1]
k1 (e)ek1 , . . . , [xp]

kp (e)ekp

)
(4.29)
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Ñóììû è ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû ìûñëåííî âûâîäèì çà ñêîáêè, òàê êàê A - ïîëè-
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà (4.29) ìîæíî ïåðåïèñàòü, êàê:

A
(
a1, . . . , aq, x1, . . . , xp

)
=

=
[
a1
]
m1

(e∗)· . . . · [aq]mq (e∗)· [x1]k1 (e)· . . . · [xp]kp (e)·A
(
(e∗)m1 , . . . , (e∗)mq , ek1 , . . . , ekp

)
.

(4.30)

Çàìåòèì, ÷òî (4.30) - ýòî, ïî ñóòè, ñâ¼ðòêà êîîðäèíàò ñ ÷èñëîâûì íàáîðîì.
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ÷èñëîâîé íàáîð ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîìó áàçèñó áóäåò

ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ïî òåíçîðíîìó çàêîíó.
Òî åñòü, âñÿêîé ïîëèëèíåéíîé ôîðìå A ìû ïîñòàâèëè â ñîîòâåòñòâèå òåíçîð.
Ìîæíî ñäåëàòü âñ¼ íàîáîðîò, îïðåäåëèòü ôóíêöèþ A ÷åðåç òåíçîð (ðàçóìååòñÿ,

âñ¼ ýòî çàêîííî, äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëàãàåòñÿ ñäåëàòü ñàìîñòîÿòåëüíî).
Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîëèëèíåé-

íûìè ôîðìàìè è òåíçîðàìè.
Ýòî è åñòü àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òåíçîðíîé àëãåáðû. Íåñìîòðÿ íà

òî, ÷òî îí áîëåå ïîíÿòåí, â íàøåì êóðñå òåíçîðû îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ãåîìåòðè-
÷åñêèå îáúåêòû, ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì ïðåäëîæåííûé â äàííîì ïóíêòå ñïîñîá
ïîñòðîåíèÿ òåíçîðíîé àëãåáðû âñòðåòèò çàòðóäíåíèÿ â îòëè÷èè îò îïðåäåëåíèÿ ÷å-
ðåç ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû.

Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ (×àñòü 1)

Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ êóðñà íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû òåîðèè
ìíîæåñòâ. Ïîñêîëüêó äàííàÿ òåîðèÿ âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà, òî ñïåðâà
èçëîæèì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ èç òåîðèè ìíîæåñòâ, à â äàëüíåéøåì
ýëåìåíòû ýòîé òåîðèè áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè.

Íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ èç òåîðèè ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü A - ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì:

P (A) = {B : B ⊆ A} (4.31)

Âûðàæåíèå (4.31) - ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ A. Åãî åù¼ íàçûâàþò
¾ìíîæåñòâî-ñòåïåíü¿.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü A = {1, 2}, òîãäà P (A) = {∅, {1} , {2} , {1, 2}}. Çàìå-
òèì, ÷òî åñëè â A íàõîäèòñÿ n ýëåìåíòîâ, òî â P (A) íàõîäèòñÿ 2n ýëåìåíòîâ.
Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî òåîðèé ìíîæåñòâ, ïîñêîëüêó ó äàííîé îáëàñòè âåñüìà ñïîð-

íûé ¾ôóíäàìåíò¿, è ïðèõîäèòñÿ èäòè íà êîìïðîìèññ.
Îñíîâíûå òåîðèè ìíîæåñòâ íà äàííûé ìîìåíò:

1) ZF (Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ)

2) NBG (Íåéìàíà-Áåðíàéñà-Ã¼äåëÿ)
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Â íèõ íåò íè÷åãî, êðîìå ìíîæåñòâ (ýëåìåíòû ìíîæåñòâà - ýòî òîæå ìíîæåñòâà).
Äëÿ íàñ ýòî áóäåò íå î÷åíü óäîáíî. Ââåä¼ì îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Q - ýòî ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ, åñëè:

1) Q - ìíîæåñòâà;

2) ∀A ∈ Q (A− ìíîæåñòâî ).

Ñ òàêèìè ìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâ ââåä¼ì íåñêîëüêî îïåðàöèé.
Ââåä¼ì îïåðàöèþ îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâà. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ñàìî ìíîæå-

ñòâî ìíîæåñòâ, êàê ìåøîê ñ ìàëåíüêèìè ìåøî÷êàìè, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ýëåìåí-
òû (Ñì. ðèñ. 4.1). Òîãäà îáúåäèíåíèåì

⋃
Q áóäåì íàçûâàòü ¾ìåøîê¿, â êîòîðûé

âûñûïàëè âñå ýëåìåíòû èç ìåøêîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ìåøêå Q.

Q
⋃
Q

Ðèñ. 4.1. Èëëþñòðàöèÿ äëÿ îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâà

Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ïóñòü Q - ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ. Îáîçíà÷èì:⋃
Q =

{
x : ∃A(A ∈ Q ∧ x ∈ A)

}
. (4.32)

Çàïèñü (4.32) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðíîé. Èíîãäà ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ è êâàíòîð-
íîé çàïèñüþ, â íåé âûðàæåíèå (4.32) ïðèìåò âèä:⋃

A∈Q

A =
{
x : ∃A(A ∈ Q ∧ x ∈ A)

}
. (4.33)

Ââåä¼ì ïîíÿòèå ìíîæåñòâà, çàìêíóòîãî â ñåáå îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ïóñòü Q - ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Q -

çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, åñëè ∀µ ⊆ Q
(⋃

µ ∈ Q
)
.

×òîáû èíòóèòèâíî ïðåäñòàâèòü ñåáå òàêîå ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâèì, ÷òî Q - ýòî
ìåøîê ñ ìàëåíüêèìè ìåøî÷êàìè, è åñëè âçÿòü êàêîé-ëèáî ïóñòîé ìåøîê (íàçîâ¼ì
åãî µ) è ïîëîæèòü â íåãî íåñêîëüêî ìåøî÷êîâ èç ìåøêà Q è çàâÿçàòü, òî â ðå-
çóëüòàòå ìåøîê µ áóäåò â òî÷íîñòè òàêèì æå, êàê êàêîé-ëèáî èç ìåøî÷êîâ âíóòðè
Q (Ñì. ðèñ. 4.2).
Âûÿñíèì, ïðèíàäëåæèò ëè ïóñòîå ìíîæåñòâî, êàê ýëåìåíò, ìíîæåñòâó, çàìêíó-

òîìó â ñåáå îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ.
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Q

µ

µ

Ðèñ. 4.2. Èëëþñòðàöèÿ ìíîæåñòâà, çàìêíóòîãî â ñåáå îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ

Óòâåðæäåíèå 4.3. Ïóñòü: Q - ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ, è Q - çàìêíóòàÿ ñèñòåìà
(îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ).
Òîãäà ∅ ∈ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî

Îáîçíà÷èì: µ = ∅. Òîãäà, ïî ñâîéñòâó ïóñòîãî ìíîæåñòâà µ ⊆ Q. Î÷åâèäíî,
÷òî îáúåäèíåíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì (ýòî íåñëîæíî
ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïóñòîãî ìíîæåñòâà), òî åñòü

⋃
µ = ∅.

Òàêèì îáðàçîì, íåñëîæíî óâèäåòü ñëåäóþùóþ ëîãè÷åñêóþ öåïî÷êó (ïîñêîëüêó
Q - çàìêíóòî): ∅ =

⋃
µ ∈ Q. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïîñêîëüêó åñòü çàìêíóòûå ñèñòåìû ìíîæåñòâ (ìíîæåñòâà ìíîæåñòâ), òî åñòå-
ñòâåííî åñòü è íåçàìêíóòûå ñèñòåìû ìíîæåñòâ. Òîãäà âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê èç
íåçàìêíóòîé ñèñòåìû ìíîæåñòâ ñäåëàòü çàìêíóòóþ. Îïðåäåëèì ïðîöåäóðó çàìû-
êàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.5. Ïóñòü Q - ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ. Îáîçíà÷èì:

[Q] =
{⋃

µ : µ ⊆ Q
}

=
{
A : ∃µ

(
µ ⊆ Q ∧ A =

⋃
µ
)}

. (4.34)

Â îïðåäåëåíèè ïðîöåäóðû çàìûêàíèÿ (4.34) ïîä÷¼ðêíóòî ôîðìàëüíî íå ñîâñåì
ïðàâèëüíàÿ (æàðãîííàÿ) ôîðìóëèðîâêà, ïîñëå êîòîðîé ìû çàïèñàëè ïðàâèëüíóþ
ôîðìó. Ïîñêîëüêó, ÷òî íå ñëîæíî âèäåòü, èíîãäà æàðãîííàÿ çàïèñü ñîêðàùàåò
ïèñüìî è íå óìàëÿåò ñìûñëà, ìû áóäåì åé òîæå ïîëüçîâàòüñÿ.

Óáåäèìñÿ, äåéñòâèòåëüíî ëè ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ çàìûêàíèÿ, ÿâ-
ëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

Óòâåðæäåíèå 4.4. Ïóñòü Q - ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ.
Òîãäà:

1) Q ⊆ [Q].

2) Ïóñòü ∀µ ⊆ Q(
⋃
µ ∈ Q). Òîãäà [Q] = Q.

3) Ïóñòü [Q] = Q. Òîãäà ∀µ ⊆ Q(
⋃
µ ∈ Q).

4)
[

[Q]
]

= [Q].
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Äîêàçàòåëüñòâî

Áóäåì äîêàçûâàòü êàæäûé ïóíêò.
1. Ïóñòü A ∈ Q. Îáîçíà÷èì: µ = {A}.
Òîãäà: µ ⊆ Q,

⋃
µ = A (âåäü µ ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà - ñàìîãî A).

Ñëåäîâàòåëüíî: A =
⋃
µ ∈ [Q].

Ïîñêîëüêó ýëåìåíò A áûë âûáðàí ïðîèçâîëüíî, òî èñõîäÿ èç âûøåñêàçàííîãî
ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò Q ïðèíàäëåæèò [Q], à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî
Q ⊆ [Q].
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Ëåêöèÿ 5

Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ (×àñòü 2)

Íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ èç òåîðèè ìíîæåñòâ (ïðîäîëæåíèå)

Èòàê, äîïîëíèì è äîêàæåì ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5.1. 1) Ïóñòü Q - ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ. Òîãäà [Q] - ìíîæå-
ñòâî ìíîæåñòâ.

2) Ïóñòü Q - ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ. Òîãäà Q ⊆ [Q].

3) Ïóñòü Q - ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ, Q - çàìêíóòî (îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
îáúåäèíåíèÿ). Òîãäà [Q] = Q.

4) Âåðíî è îáðàòíîå. Ïóñòü Q - ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ, [Q] = Q. Òîãäà Q -
çàìêíóòî (îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ).

5) Ïóñòü Q - ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ. Òîãäà [Q] - çàìêíóòî (îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèè îáúåäèíåíèÿ).

6) Ïóñòü Q1 è Q2 - ìíîæåñòâà ìíîæåñòâ, Q1 ⊆ Q2. Òîãäà [Q1] ⊆ [Q2].

Äîêàçàòåëüñòâî

Áóäåì äîêàçûâàòü êàæäûé ïóíêò.
1. Èç îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî [Q] - ìíîæåñòâî. Ïóñòü A ∈ [Q]. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò ìíîæåñòâî µ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì: µ ⊆ Q,A =
⋃
µ (ýòî ñëåäóåò èç

îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè çàìûêàíèÿ). Ñëåäîâàòåëüíî A - ìíîæåñòâî. Çíà÷åò, â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà A, ëþáîé ýëåìåíò Q ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.
2. Ïóñòü A ∈ Q. Îáîçíà÷èì: µ = {A}. Òîãäà: µ ⊆ Q;

⋃
µ = A. Ñëåäîâàòåëüíî (ïî

îïðåäåëåíèþ îïåðàöèè çàìûêàíèÿ (4.34)) A ∈ [Q]. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà
A ∈ Q ïîëó÷àåì, ÷òî Q ⊆ [Q].
3. Î÷åâèäíî (ñìîòðè ïðåäûäóùèé ïóíêò), Q ⊆ [Q]. Ïóñòü A ∈ [Q]. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò ìíîæåñòâî µ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì: µ ⊆ Q, A =
⋃
µ. Ñëåäîâàòåëüíî

A =
⋃
µ ∈ Q (òàê êàê Q ïî óñëîâèþ çàìêíóòî). Òîãäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè

âûáîðà A ∈ [Q], [Q] ⊆ Q. Ñ ó÷¼òîì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïîëó÷àåì, ÷òî [Q] = Q.
4. Ïóñòü µ ⊆ Q. Òîãäà

⋃
µ ∈ [Q] = Q. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà µ ⊆ Q è ñ

ó÷¼òîì îïðåäåëåíèÿ çàìêíóòîñòè (îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ) ïîëó÷àåì,
÷òî Q - çàìêíóòî (îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ).
5.Ïóñòü µ ⊆ [Q]. Òîãäà ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå µ (çäåñü è äàëåå, ïðè íåîáõîäè-

ìîñòè ñäåëàòü êîììåíòàðèé, îí áóäåò âïèñàí â êâàäðàòíûå ñêîáêè ìåæäó çíàêàìè
ðàâåíñòâ):

⋃
µ =

⋃
A∈µ

A =

 Ïóñòü A ∈ µ. Òîãäà A ∈ µ ⊆ [Q]

Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî µ0(A),

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì: µ0(A) ⊆ Q;A =
⋃

µ0(A)

 =

=
⋃
A∈µ

⋃
µ0(A) =

⋃⋃
A∈µ

µ0(A) ∈ [Q] . (5.1)
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Çäåñü ìû äî çíàêà ðàâåíñòâà âçÿëè îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà µ0(A) à ïîòîì ñòàëè
âàðüèðîâàòü ïàðàìåòð A è îáúåäèíÿòü ýëåìåíòû ïîëó÷àâøèõñÿ ìíîæåñòâ â îäíî
áîëüøîå, ïîñëå çíàêà ðàâåíñòâà ìû ïîìåíÿëè ìåñòàìè îáúåäèíåíèå ïî âàðèàöèè
ïàðàìåòðà A è îáúåäèíåíèå ýëåìåíòîâ ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîæåñòâà. Íåòðóäíî óâè-
äåòü, ÷òî òàêàÿ ñìåíà îáúåäèíåíèé íå èçìåíÿåò ðåçóëüòàòà. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà µ ⊆ [Q] ïîëó÷àåì, ÷òî [Q] - çàìêíóòîå (îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèè îáúåäèíåíèÿ).
6. Ïóñòü A ∈ [Q1]. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî µ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

µ ⊆ Q1, A =
⋃
µ. Ñëåäîâàòåëüíî:

µ ⊆ Q1 ⊆ Q2 ⇒ µ ⊆ Q2

A =
⋃

µ

∣∣∣∣∣⇒ A ∈ [Q2] . (5.2)

Èòàê, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà A ∈ [Q1] è â ñèëó (5.2) ïîëó÷àåì, ÷òî [Q1] ⊆
[Q2].
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Òåïåðü, íàêîíåö, ìû ìîæåì ââåñòè ïîíÿòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå íà ¾ýïñèëîí-äåëüòà¿ ÿçûêå ââîäèëîñü ïîíÿòèå îòêðû-
òîãî ìíîæåñòâà. Äàëåå ìîæíî áûëî ñäåëàòü (íî íå áûëî ñäåëàíî) ïîíÿòèå òîïîëîãèè
ìíîæåñòâà (êàê íàáîðà âñåõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ äàííîãî ìíîæåñòâà).
Íî ìîæíî ñäåëàòü ýòî è â îáðàòíîì ïîðÿäêå (÷òî áóäåò áîëåå îáùèì ñëó÷àåì).

Ñåé÷àñ ìû ñíà÷àëà ââåä¼ì ñâîéñòâà òîïîëîãèè, à ïîòîì íàçîâ¼ì ìíîæåñòâà òîïî-
ëîãèè îòêðûòûìè. Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòâòóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü M - ìíîæåñòâî, τ ⊆ P (M)(τ - íåêàÿ ñîâîêóïíîñòü
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M).
Ïóñòü ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) M ∈ τ ;

2) ∀A1 ∈ τ∀A2 ∈ τ(A1

⋂
A2 ∈ τ);

3) ∀µ ⊆ τ(
⋃
µ ∈ τ), òî åñòü τ - çàìêíóòî (îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îáúåäèíå-

íèÿ).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî τ - òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâåM ; óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (M, τ)
- òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî;M - íîñèòåëü òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M, τ);
τ - òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà (M, τ).

Ðàññìîòðèì äâà ýëåìåíòàðíûõ ïðèìåðà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïðèìåð 1.Ïóñòü: M - ìíîæåñòâî, τ = {∅,M}. Òîãäà (M, τ) - òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî. Íåñëîæíî ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ â âûïîëíåíèè óñëîâèé îïðåäåëåíèÿ
òîïîëîãèè τ .
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Çàìå÷àíèå 5.1. Ïîñêîëüêó τ - çàìêíóòî (îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ),
òî ∅ âñåãäà áóäåò âõîäèòü â τ (ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â ïðåäûäóùèõ ëåê-
öèÿõ).

Ïðèìåð 2. Ïóñòü: M - ìíîæåñòâî, τ = P (M). Òîãäà (M, τ) - òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàìå÷àíèå 5.2. Òîïîëîãèÿ, ââåä¼ííàÿ â ïðèìåðå 1, ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé âîç-
ìîæíîé, êîòîðóþ ìîæíî ââåñòè íà ìíîæåñòâå M , à òîïîëîãèÿ, ââåä¼ííàÿ â
ïðèìåðå 2, ÿâëÿåòñÿ - íàèáîëüøåé.

Çàìå÷àíèå 5.3. Ðàçóìååòñÿ íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå M ìîæíî, â îáùåì
ñëó÷àå, ââåñòè ðàçëè÷íûå òîïîëîãèè.

Òåïåðü, êîãäà ìû ââåëè ïîíÿòèå òîïîëîãèè è òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ìû
ìîæåì ïåðåîïðåäåëèòü â íîâîì âèäå íåêîòîðûå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà. Ñôîðìóëèðóåì äëÿ íèõ îòäåëüíîå çàìå÷àíèå.

Çàìå÷àíèå 5.4. Ïóñòü (M, τ) - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

1) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A - îòêðûòîå ìíîæåñòâî â (M, τ), åñëè A ∈ τ .

2) Ïóñòü x0 ∈M . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ω - îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, åñëè: ω ∈ τ ,
x0 ∈ ω.
Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü îêðåñòíîñòüþ òî÷êè ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî îòêðûòûå
êðóãè, íî è ëþáûå äðóãèå îòêðûòûå ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå äàííóþ òî÷-
êó (Ñì. ðèñ. 5.1).

x0

Ðèñ. 5.1. Îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 (çàøòðèõîâàíà)

3) Òåïåðü ìîæíî ââåñòè îêðåñòíîñòü íå òîëüêî òî÷êè, íî è ìíîæåñòâà. Ïóñòü
A ⊆ M . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ω - îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà A, åñëè: ω ∈ τ ,
A ⊆ ω.

4) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (M, τ) - õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

∀x1 ∈M ∀x2 ∈M (x1 6= x2 ⇒ ∃ω1 (ω1 - îêðåñòíîñòü x1) ∃ω2 (ω2 - îêðåñòíîñòü
x2) (ω1

⋂
ω2 = ∅) ).
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5) Ïóñòü A ⊆M . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x0 - âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A,
åñëè: x0 ∈M , ∃ω (ω - îêðåñòíîñòü x0) (ω ⊆ A).

Ïóñòü A ⊆ M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç int (A) ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê
ìíîæåñòâà A (èíîãäà ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàþò ¾âíóòðåííîñòüþ¿ A).

Ïóñòü A ⊆ M . Òîãäà int (A) ⊆ A (êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýòîãî ìíîæåñòâà).

Ïóñòü A ⊆ τ . Òîãäà int (A) = A (åñëè A - îòêðûòî, òî âîêðóã êàæäîé åãî
òî÷êè íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü, ïðèíàäëåæàùàÿ A, çíà÷èò A ⊆ int (A), ÷òî
âìåñòå ñ ïðåäûäóùèì àáçàöåì äà¼ò ðàâåíñòâî).

Âåðíî è îáðàòíîå. Ïóñòü A ⊆M , int (A) = A. Òîãäà A ∈ τ .

6) Ïóñòü A ⊆ M . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x0 - ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A,
åñëè: x0 ∈M , ∀ω (ω - îêðåñòíîñòü x0) ∃x1 ∈ ω ∃x2 ∈ ω (x1 ∈ A ∧ x2 6∈ A).

Íàïðèìåð, â ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèè íà ïëîñêîñòè òî÷êà îêðóæíîñòè ÿâ-
ëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé êðóãà (Ñì. ðèñ. 5.2).

x0

ω

A

Ðèñ. 5.2. x0 - ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A, òàê êàê â ëþáîé îêðåñòíîñòè ω ýòîé
òî÷êè åñòü êàê òî÷êè ìíîæåñòâà A, òàê è òî÷êè åìó íå ïðèíàäëåæàùèå

Ïóñòü A ⊆M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂A ìíîæåñòâî âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíî-
æåñòâà A (èíîãäà ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàþò ¾ãðàíèöåé¿ A).

Çàìåòèì, ÷òî ãðàíèöà â òîïîëîãèè è â ãåîìåòðèè - ýòî ðàçëè÷íûå ïîíÿòèÿ.
Òàê, åñëè âçÿòü êàêóþ-ëèáî ïîâåðõíîñòü, òî ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè, âñå
òî÷êè ýòîé ïîâåðõíîñòè áóäóò ãðàíè÷íûìè (ïîñêîëüêó èõ îêðåñòíîñòè â
òîïîëîãèè äîëæíû áûòü òð¼õìåðíûìè), ïîýòîìó íà ðèñ. 5.3 ñ òî÷êè çðåíèÿ
òîïîëîãèè îáå îòìå÷åííûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè, à ñ ãåîìåòðè÷åñêîå
òî÷êè çðåíèÿ - íåò.

Â íàøåì êóðñå áóäóò òîëüêî òîïîëîãè÷åñêèå ãðàíèöû, ïîýòîìó ìû íå áóäåì
ââîäèòü ëèøíèõ îáîçíà÷åíèé, ÷òîáû ðàçëè÷àòü ýòè òèïû ãðàíèö.

Ïóñòü A ⊆M . Òîãäà int (A)
⋂
∂A = ∅.

Ïóñòü A ⊆M . Òîãäà ∂(M\A) = ∂A.
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Φ
Ãðàíè÷íûå òî÷êè
ñ òî÷êè çðåíèÿ
òîïîëîãèè

Ðèñ. 5.3. Ðàçëè÷èå ãðàíè÷íûõ òî÷åê â òîïîëîãèè è ãåîìåòðèè

7) Ïóñòü A ⊆ M . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x0 - ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A,
åñëè: x0 ∈M , ∀ω (ω � îêðåñòíîñòü x0) ∃x ∈ ω (x ∈ A ∧ x 6= x0).

8) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A - çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (M, τ), åñ-
ëè: A ⊆ M , ∂A ⊆ A (Çäåñü è äàëåå, åñëè ìû ïîäðàçóìåâàåì çàìêíóòîñòü
ìíîæåñòâà, òî ïî óìîë÷àíèþ ñ÷èòàåì èìåííî òàêóþ çàìêíóòîñòü).

Ïóñòü A ⊆M . Îáîçíà÷èì: A = A
⋃
∂A.

Ïóñòü A ⊆ M . Òîãäà A - çàìêíóòîå ìíîæåñòâî (ýòî óòâåðæäåíèå ëåã-
êî äîêàçàòü, íî îíî íå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñàìî ïî ñåáå, ïîñêîëüêó ∂A ⊆
A
⋃
∂A = A, à äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìêíóòîñòè íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

∂A ⊆ A, òî åñòü óáåäèòüñÿ, ÷òî íå ïîÿâèëîñü íîâûõ ãðàíèö).

9) Ïóñòü A ⊆ M . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x0 - òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà
A, åñëè: x0 ∈M , ∀ω (ω � îêðåñòíîñòü x0) ∃x ∈ ω(x ∈ A).

Ïóñòü A ⊆ M . Òîãäà A
⋃
∂A - ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ ìíî-

æåñòâà A.

Ïóñòü A ⊆ M . Òîãäà int (A)
⋃
∂A - ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ

ìíîæåñòâà A.

10) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A - ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (M, τ), åñ-

ëè: A ⊆ M , A 6= ∅, A ⊆ int (A) (òî åñòü, åñëè ê ëþáîé òî÷êå ìíîæåñòâà A
ìîæíî ñêîëü óãîäíî áëèçêî ïîäîéòè, ñòóïàÿ òîëüêî ïî âíóòðåííèì òî÷êàì
ìíîæåñòâà A).

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, íî ýòî íå
òàê, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ýòî, ïðèâåä¼ì ïðèìåð íåðåãóëÿðíîãî ìíî-
æåñòâà íà ïëîñêîñòè â ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèè (Ñì. ðèñ. 5.4), â í¼ì îò-
äåëüíàÿ òî÷êà íå âõîäèò â int (A).

Îáúÿñíèì, çà÷åì íàì íóæíî ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà. Â ìàòåìà-
òè÷åñêîì àíàëèçå äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè óäîáíî ââîäèòü âî âíóòðåí-
íèõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, íî äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óæå ïîíÿäîáÿòñÿ
ãðàíèöû. Òîãäà âñ¼, ÷òî ñâÿçàííî ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì è ïðîèçâîäíûìè ìû
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A int (A) int (A)

Ðèñ. 5.4. Ïðèìåð íåðåãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà

áóäåì ñòðîèòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ, íî ÷òîáû îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíûå
íà ãðàíèöàõ ïîíàäîáèòñÿ ñäåëàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðîèçâîäíîé èçíóòðè
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, ïîñêîëüêó ó ïðîèçâîäíîé ìîãóò áûòü ïðîáëå-
ìû íà ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà â
êðóãå, à íóæíî ïîñ÷èòàòü å¼ ïðîèçâîäíóþ â âåðõíåé òî÷êå ïî êîîðäèíàòå
x1 (Ñì. ðèñ. 5.5), òî ñîñòàâèòü ðàçíîñòíîå ñîîòíîøåíèå, äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïðîèçâîäíîé íå ïîëó÷èòñÿ, íî ïðîèçâîäíóþ ìîæíî áóäåò îïðåäåëèòü ÷åðåç
ïðåäåëüíûé ïåðåõîä.

x1

lim
x→x0

∂
∂x1
F (x)

Ðèñ. 5.5. Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé íà ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

11) Ïóñòü A ⊆ M . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî µ - îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà
A, åñëè: µ ⊆ τ , A ⊆

⋃
µ. Íàïðèìåð, â ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèè íà ïëîñ-

êîñòè, ó êðóãà ìîæåò áûòü îòêðûòîå ïîêðûòèå â âèäå, òð¼õ îòêðûòûõ
êðóãîâ (Ñì. ðèñ. 5.6).

Ïóñòü A ⊆M , µ - îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
µ0 - ïîäïîêðûòèå ïîêðûòèÿ µ, åñëè: µ0 ⊆ µ, A ⊆

⋃
µ0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A - êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (M, τ),
åñëè: 1)A ⊆ M ; 2)äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà µ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ: µ -
îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî µ0, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèÿì: µ0 ⊆ µ, A ⊆

⋃
µ0, µ0 - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Òî åñòü, åñëè

èç ëþáîãî åãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Íàïðèìåð, åñëè ó íàñ åñòü îòðåçîê îò 0 äî 1, è åñòü ñèñòåìà èíòåðâàëîâ ñ
öåíòðàìè â òî÷êàõ 1

n
, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ, íî íå çàõîäÿò çà öåíòðû ñî-
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Ðèñ. 5.6. Âîçìîæíîå îòêðûòîå ïîêðûòèå êðóãà

ñåäíèõ, è êàêîé-ëèáî èíòåðâàë, êîòîðûé ïîêðûâàåò òî÷êó 0. Òîãäà ïîíÿòíî,
÷òî èç íå¼ ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ (ïîêðûâàþùèé íóëü,
è èíòåðâàëû, ïîêðûâàþùèå îñòàëüíóþ ÷àñòü îòðåçêà). Òî åñòü, ó ýòîãî îò-
êðûòîãî ïîêðûòèÿ íå íàðóøàåòñÿ óñëîâèå êîìïàêòíîñòè îòðåçêà. Íî åñëè
ó íàñ èíòåðâàë îò 0 äî 1, è åñòü òà æå ñèñòåìà èíòåðâàëîâ ñ öåíòðàìè
â òî÷êàõ 1

n
, íî áåç èíòåðâàëà, ïîêðûâàþùåãî íóëü, òî ýòà ñèñòåìà òàêæå

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì èíòåðâàëà îò 0 äî 1, íî èç íå¼ íåëüçÿ âû-
äåëèòü êîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ, êîòîðûå áóäóò ïîêðûâàòü èíòåðâàë îò
0 äî 1. Òî åñòü, èíòåðâàë îò 0 äî 1 íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì (Ñì. ðèñ. 5.7).

0 1

0 1

1
n

ìîæíî âûäåëèòü
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

íåëüçÿ âûäåëèòü
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

Ðèñ. 5.7. Ïðèìåð êîìïàêòíîãî è íå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé

Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå åñòü ëåììà Ãåéíå-Áîðåëÿ.

Ëåììà 5.1 (Ãåéíå-Áîðåëÿ). Åñëè Q - çàìêíóòîå è îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî,
òî èç ëþáîãî åãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðû-
òèå.

Îáðàòíîå òîæå âåðíî. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà êîìïàêòíîå è çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâà - ýòî îäíî è
òî æå.

Íî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ýòî íå òàê.
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12) Ïóñòü x0 ∈M . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî µ - îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé
òî÷êè x0 (ñåé÷àñ âñ¼ ÷àùå âìåñòî ýòîãî ãîâîðÿò, ÷òî µ - áàçà îêðåñòíîñòåé
òî÷êè x0), åñëè:

à) µ - ìíîæåñòâî;

á) ∀ω ∈ µ(ω � îêðåñòíîñòü x0);

â) ∀ω1(ω1 � îêðåñòíîñòü x0) ∃ω2 ∈ µ(ω2 ⊆ ω1).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (M, τ) óäîâëåòâîðÿåò 1-é àêñèîìå ñ÷¼òíîñòè,
åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈M ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî µ, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì: µ - îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé òî÷êè x0, µ - êîíå÷íîå
ëèáî ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî.

13) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî B - áàçà òîïîëîãèè τ , åñëè: B ⊆ τ , τ ⊆ [B].

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (M, τ) óäîâëåòâîðÿåò 2-é àêñèîìå ñ÷¼òíîñòè,
åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî B, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì: B - áàçà òîïî-
ëîãèè τ , B - êîíå÷íîå ëèáî ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî.

Òåïåðü îáñóäèì ïîíÿòèå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà.

Óòâåðæäåíèå 5.2. Ïóñòü: (M, τ) - õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî; A
- êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â (M, τ), x0 ∈M , x 6∈ A.
Òîãäà ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà Ω1,Ω2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì: Ω1 - îêðåñò-

íîñòü A, Ω2 - îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, Ω1

⋂
Ω2 = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü A = ∅. Îáîçíà÷èì: Ω1 = ∅, Ω2 = M . Òîãäà: Ω1 - îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà
A, Ω2 - îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, Ω1

⋂
Ω2 = ∅.

Ïóñòü A 6= ∅. Ôèêñèðóåì x ∈ A. Òîãäà: x, x0 ∈ M , x 6= x0. Ñëåäîâàòåëüíî
(èç õàóñäîðôîâîñòè ïðîñòðàíñòâà) ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà ω1(x, x0), ω2(x, x0), óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì: ω1(x, x0) - îêðåñòíîñòü x, (ω2(x, x0) � îêðåñòíîñòü x0),
ω1(x, x0)

⋂
ω2(x, x0) = ∅.

Òîãäà ìíîæåñòâî âèäà {ω1(x, x0) : x ∈ A} - îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A (âåäü
â íåãî âõîäÿò îêðåñòíîñòè, ïîêðûâàþùèå êàæäóþ òî÷êó ìíîæåñòâà A). Ñëåäîâà-
òåëüíî (èç êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà A) ñóùåñòâóåò ÷èñëî r ∈ N, è ñóùåñòâóþò òî÷-
êè x1, . . . , xr ∈ A, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ: {ω1(x1, x0), . . . , ω1(xr, x0)} - îòêðûòîå
ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A.
Îáîçíà÷èì:

Ω1 =
⋃
k=1,r

ω1(xk, x0), (5.3)

Ω2 =
⋂
k=1,r

ω2(xk, x0). (5.4)

Òîãäà: Ω1 - îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà A (ïîñêîëüêó îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà
A); Ω2 - îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 (ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îêðåñòíîñòåé
òî÷êè x0); Ω1

⋂
Ω2 = ∅ (ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Ëåêöèÿ 6

Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ (×àñòü 3)

Áàçà òîïîëîãèè

Îáñóäèì ñâÿçü îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé ñ áàçîé òîïîëîãèè.

Óòâåðæäåíèå 6.1 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü (M, τ) - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî.

1) Ïóñòü: B - áàçà òîïîëîãèè τ , x0 ∈M , µ = {ω : ω ∈ B ∧ x0 ∈ ω}.
Òîãäà µ - îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé òî÷êè x0.

2) Ïóñòü: µ(x0) - îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé òî÷êè x0 ïðè x0 ∈ M ;
B =

⋃
x0∈M

µ(x0).

Òîãäà B - áàçà òîïîëîãèè τ .

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ìû óñòàíîâèëè âçàèìíî îäíîçíà÷íóþ ñâÿçü ìåæäó ñè-
ñòåìîé îïðåäåëÿþùèõ îêðåñòíîñòåé è áàçîé òîïîëîãèè, íî ýòî íå òàê, ïîñêîëüêó
îïåðàöèè, ââåä¼ííûå â óòâåðæäåíèè 6.1 íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè.

Óòâåðæäåíèå 6.2. Ïóñòü (M, τ) - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

1) Ïóñòü B - áàçà òîïîëîãèè τ .

Òîãäà B ⊆ P (M), [B] = τ .

2) Ïóñòü: B ⊆ P (M), [B] = τ .

Òîãäà B - áàçà òîïîëîãèè τ .

Äîêàçàòåëüñòâî

Áóäåì äîêàçûâàòü ïî ïóíêòàì.
1. Òàê êàê: B ⊆ τ , τ ⊆ P (M), òî B ⊆ P (M).
Òàê êàê B ⊆ τ , òî [B] ⊆ [τ ], íî [τ ] = τ (òîïîëîãèÿ çàìêíóòà). Òîãäà [B] ⊆ τ .
Òàê êàê τ ⊆ [B], òî [B] = τ .
2. Î÷åâèäíî, ÷òî: B ⊆ [B] = τ , τ ⊆ τ = [B]. Çíà÷èò B - áàçà òîïîëîãèè.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè åù¼ îäíî (ýêâèâàëåíòíîå) îïðåäåëåíèå áàçû òîïî-

ëîãèè.
Èñõîäÿ èç âûøåñêàçàííîãî, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìû B ìîæåì çàäàâàòü

ïðîèçâîëüíî (íå çíàÿ òîïîëîãèè), è ñóùåñòâóåò êðèòåðèé òîãî, ÷òî τ , îáðàçîâàííîå
áàçîé B ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé.
Äåéñòâèòåëüíî, òàêîé êðèòåðèé ñóùåñòâóåò. Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåð-

æäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 6.3. Ïóñòü: M - ìíîæåñòâî, B ⊆ P (M).
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1) Ïóñòü [B] - òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå M .

Òîãäà:

à)
⋃
B = M ;

á) ∀ω1 ∈ B ∀ω2 ∈ B (ω1

⋂
ω2 ∈ [B]).

2) Ïóñòü:
⋃
B = M ; ∀ω1 ∈ B ∀ω2 ∈ B (ω1

⋂
ω2 ∈ [B]).

Òîãäà [B] - òîïîëîãèÿ íà M .

Äîêàçàòåëüñòâî

Áóäåì äîêàçûâàòü êàæäûé ïóíêò.
1. Òàê êàê B ⊆ P (M), òî

⋃
B ⊆M .

Òàê êàê [B] - òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâåM , òîM ∈ [B]. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî
µ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì: µ ⊆ B, M =

⋃
µ.

Ñëåäîâàòåëüíî M =
⋃
µ ⊆

⋃
B. Òîãäà (èç äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ âêëþ÷åíèé)

ñëåäóåò ðàâåíñòâî M =
⋃
B.

Ïóñòü ω1, ω2 ∈ B. Òàê êàê B ⊆ [B], òî ω1, ω2 ∈ [B]. Òàê êàê [B] - òîïîëîãèÿ, òî
ω1

⋂
ω2 ∈ [B].

2. Òàê êàê B ⊆ P (M), òî [B] ⊆ P (M). Îáîçíà÷èì: µ = B. Òîãäà µ ⊆ B,
⋃
µ = M .

Ñëåäîâàòåëüíî (èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè çàìûêàíèÿ) M ∈ [B].
Ïóñòü A1, A2 ∈ [B]. Òîãäà (èç òîãî æå îïðåäåëåíèÿ çàìûêàíèÿ) ñóùåñòâóþò ìíî-

æåñòâà µ1, µ2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì: µ1, µ2 ⊆ B, A1 =
⋃
µ1, A2 =

⋃
µ2.

Î÷åâèäíî, ÷òî:

A1

⋂
A2 =

(⋃
µ1

)⋂(⋃
µ2

)
=

( ⋃
ωω∈µ1

ω1

)⋂( ⋃
ωω∈µ2

ω2

)
=
⋃
ω1∈µ1

ω2∈µ2

(
ω1

⋂
ω2

)
=

=

 Ïóñòü: ω1 ∈ µ1, ω2 ∈ µ2. Òîãäà ω1, ω2 ∈ B.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî µ0(ω1, ω2),

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì: µ0(ω1, ω2) ⊆ B,ω1

⋂
ω2 =

⋃
µ0(ω1, ω2)

 =

=
⋃
ω1∈µ1

ω2∈µ2

⋃
µ0(ω1, ω2) =

⋃

⋃
ω1∈µ1

ω2∈µ2

µ0(ω1, ω2)


︸ ︷︷ ︸

∈B

∈ [B] . (6.1)

Î÷åâèäíî, ÷òî [B] - çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ (ýòî áûëî äîêàçàíî â óòâåðæäå-
íèè 5.1 ïóíêòå 5).
Èòàê, [B] - òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå M , ïîñêîëüêó óòîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì

òîïîëîãèè.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî, è òåïåðü ìû íàøëè êðèòåðèè äëÿ ìíîæåñòâà B, óäîâëå-

òâîðÿÿ êîòîðûì, ýòî ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü áàçîé òîïîëîãèè.
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Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è åãî ñòàíäàðòíàÿ òîïîëîãèÿ

Â ýòîì ïóíêòå ìû ñîâåðøèì ïåðåõîä èç òîïîëîãèè â ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.
Äëÿ íà÷àëà âñïîìíèì îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü: M - ìíîæåñòâî, ρ : M ×M ⇒ R.
Ïóñòü ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ∀x ∈M ∀y ∈M (ρ(x, y) = ρ(y, x));

2) ∀x ∈M ∀y ∈M ∀z ∈M (ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z));

3) ∀x ∈M ∀y ∈M (x 6= y ⇔ ρ(x, y) 6= 0).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (M,ρ) - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ρ - ìåòðèêà ïðî-
ñòðàíñòâà (M,ρ).

Çàìåòèì, ÷òî èç âòîðîé è òðåòüåé àêñèîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íåîòðèöàòåëüíî.
Äåéñòâèòåëüíî, çàïèñûâàÿ âòîðóþ àêñèîìó, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî z = x, ñ ó÷¼òîì

òðåòüåé è ïåðâîé àêñèîì, èìååì:

ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z)

z = x

∣∣∣∣∣⇒ ρ(x, x)︸ ︷︷ ︸
=0

≤ ρ(x, y)+ρ(y, x)︸ ︷︷ ︸
=ρ(x,y)

⇒ 2ρ(x, y) ≥ 0⇒ ρ(x, y) ≥ 0.

(6.2)

Ñäåëàåì çàìå÷àíèå, êàñàòåëüíî ñâÿçè ìåòðè÷åñêèõ è òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Çàìå÷àíèå 6.1. Ïóñòü (M,ρ) - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
1. Ïóñòü: x0 ∈M , δ ∈ (0,+∞). Îáîçíà÷èì:

Bδ(x0) = {x : x ∈M ∧ ρ(x, x0) < δ} . (6.3)

Ìíîæåñòâî (6.3) íàçûâàåòñÿ δ-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 èëè îòêðûòûì øàðîì
ðàäèóñà δ ñ öåíòðîì â òî÷êå x0.
2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A - îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (M,ρ), åñëè:

A ⊆M , ∀x0 ∈ A ∃δ ∈ (0,+∞) (Bδ(x0) ⊆ A).
Ïðèìåð îòêðûòîãî ìíîæåñòâà íà âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëåí íà

ðèñ. 6.1.
3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τρ ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå

(M,ρ).
4. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: τρ - òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå M .
5. Ïóñòü x0 ∈M , {εk}k∈N - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ

÷èñåë, ïóñòü äàëåå εk → 0
k→+∞

.

Îáîçíà÷èì:

µ = {Bεk(x0) : k ∈ N}︸ ︷︷ ︸
æàðãîí

= {u : ∃k(k ∈ N ∧ u = Bεk(x0))} . (6.4)
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x0

Bδ(x0)

R2

A

Ðèñ. 6.1. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè

Òîãäà µ - îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé òî÷êè x0.
Òàêèì îáðàçîì, â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ëèáî ñ÷¼ò-

íàÿ îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé (ñèñòåìà ìîæåò áûòü êîíå÷íîé, ïî-
òîìó ÷òî ÷èñëî òî÷åê â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âîîáùå ãîâîðÿ ìîæåò áûòü
êîíå÷íûì).

Òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå
ñ÷¼òíîñòè, îäíàêî îñòà¼òñÿ âîïðîñ, óäîâëåòâîðÿåò ëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî âòî-
ðîé àêñèîìå ñ÷¼òíîñòè. Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 6.4. Ïóñòü (M,ρ) - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
Ïóñòü:M0 ⊆M ,M0 = M (ýòî îçíà÷àåò, ÷òîM0 - âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî);
{εk}k∈N - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, εk → 0

k→+∞
.

Ïóñòü äàëåå:

B = {Bεk(x0) : x0 ∈M0 ∧ k ∈ N}︸ ︷︷ ︸
æàðãîí

= {u : ∃x0∃k(x0 ∈M0 ∧ k ∈ N ∧ u = Bεk(x0))} .

(6.5)
Òîãäà B - áàçà òîïîëîãèè τρ.

Èòàê, åñëè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå åñòü êîíå÷íîå ëèáî ñ÷¼òíîå âñþäó ïëîòíîå
ìíîæåñòâî (òàêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì), òî îíî
óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷¼òíîñòè.
Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî

Î÷åâèäíî, ÷òî B ⊆ τρ.
Ïóñòü A ∈ τρ. Äîêàæåì, ÷òî A ∈ [B].
Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ∀x0 ∈ A ∃ω (ω ∈ B ∧ x0 ∈ ω ∧ ω ⊆ A).
Ïóñòü x0 ∈ A. Ñäåëàåì âñïîìîãàòåëüíûé ðèñóíîê (Ñì. ðèñ. 6.2).
Òàê êàê A - îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-

âèÿì: δ ∈ (0,+∞), Bδ(x0) ⊆ A.
Òàê êàê δ > 0, εk → 0

k→+∞
, òî ñóùåñòâóåò k0, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì: k0 ∈ N,

εk0 ≤ δ
2
.

49

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

https://vk.com/teachinmsu


ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÒÅÍÇÎÐÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ.×ÀÑÒÜ1.ËÅÊÖÈÈ•
ÁÀÄÜÈÍ ÀÍÄÐÅÉ ÂÀËÅÍÒÈÍÎÂÈ×

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Bεk0
(x1)

Bεk0
(x0)

x0

x1

Bδ(x0)

A

Ðèñ. 6.2. Âñïîìîãàòåëüíûé ðèñóíîê äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 6.4

Òàê êàê: x0 ∈ M , M0 = M , òî ñóùåñòâóåò x1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì: x1 ∈
M0, x1 ∈ Bεk0

(x0).
Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Bεk0

(x1):

Bεk0
(x1) ∈ B, x0 ∈ Bεk0

(x1).

Ïðè ýòîì (ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå ìåæäó x0 è x1 ìåíüøå, ÷åì εk0):

Bεk0
(x1) ⊆ B2εk0

(x0) ⊆ Bδ(x0) ⊆ A.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè èñêîìîå ìíîæåñòâî ω (ýòèì ìíîæåñòâîì, äëÿ ôèê-
ñèðîâàííîé òî÷êè x0, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Bεk0

(x1)). Â ñèëó òîãî, ÷òî ìû áðàëè ïðî-
èçâîëüíûé x0 ∈ A, òî ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ìíîæåñòâà ω äëÿ ëþáîãî
x0 èç A.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäåë ôóíêöèè è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

Â äàííîì ïóíêòå ìû ¾äîãîíèì¿ ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç èç òîïîëîãèè â âîïðîñàõ
ïðåäåëà è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè. Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ïóñòü: (M1, τ1), (M2, τ2) - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà; F :
M1 →M2, x0 ∈M1, y0 ∈M2.
Áóäåì ïèñàòü:

F (x)→ y0
x→x0

, (6.6)

åñëè:

1) x0 - ïðåäåëüíàÿ òî÷êà D(F );

50

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

https://vk.com/teachinmsu


ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÒÅÍÇÎÐÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ.×ÀÑÒÜ1.ËÅÊÖÈÈ•
ÁÀÄÜÈÍ ÀÍÄÐÅÉ ÂÀËÅÍÒÈÍÎÂÈ×

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

2) ∀ω2 (ω2 � îêðåñòíîñòü y0) ∃ω1 (ω1 � îêðåñòíîñòü x0) ∀x ∈ D(F )

(x ∈ ω1 ∧ x 6= x0 ⇒ F (x) ∈ ω2).

Îïðåäåëåíèå 6.3. Ïóñòü: (M1, τ1), (M2, τ2) - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà; F :
M1 →M2, x0 ∈M1.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå x0, åñëè:

1) x0 ∈ D(F );

2) ∀ω2 (ω2 � îêðåñòíîñòü F (x0)) ∃ω1 (ω1 � îêðåñòíîñòü x0) ∀x ∈ D(F )

(x ∈ ω1 ⇒ F (x) ∈ ω2).

Ìû âèäèì, ÷òî îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè íå òàê ñèëüíî çàâÿçàíî íà ïðåäåëå,
êàê ýòî áûëî â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå. Äåëî â òîì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íåìíî-
ãî áîëåå îáùåå. Òàê, îíî ó÷èòûâàåò èçîëèðîâàííûå òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Ñôîðìóëèðóåì ýòè îñîáåííîñòè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Óòâåðæäåíèå 6.5. Ïóñòü: (M1, τ1), (M2, τ2) - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà; F :
M1 →M2, x0 ∈M1.

1) Ïóñòü: x0 ∈ D(F ), x0 - ïðåäåëüíàÿ òî÷êà D(F ).

Òîãäà ôóíêöèÿ F - íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà:

F (x)→ F (x0)
x→x0

. (6.7)

2) Ïóñòü x0 ∈ D(F ), x0 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà D(F ). Ïðè-
ìåð òàêîãî ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 6.3.

D(F )

îêðåñòíîñòü

Ðèñ. 6.3. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ñ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé

Òîãäà F - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå x0. Íàïðèìåð, òàêîé ôóíêöèåé ìî-
æåò áûòü ôóíêöèÿ:

F (x) =

{
x ïðè x ∈ [0,+∞);

1 ïðè x = −1.
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îíà íåïðåðûâíà íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (Ñì. ðèñ. 6.4) (Äåéñòâèòåëüíî,
âåäü äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè ω2 çíà÷åíèÿ 1 íà îñè x2 íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü
ω1 òî÷êè −1 íà îñè x1, êîòîðàÿ áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî îòðèöàòåëüíûå
÷èñëà, ÷òî äëÿ ¾ëþáîãî¿ x1 èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè).

−1

1

ω2

ω1

x2

x1

Ðèñ. 6.4. Íåïðåðûâíàÿ íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèÿ

3) Ïóñòü x0 6∈ D(F ). Òîãäà F íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé â òî÷êå x0.
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Ëåêöèÿ 7

Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ (×àñòü 4)

Òåïåðü îáñóäèì äâå îïåðàöèè, ñâÿçàííûå ñ òîïîëîãèÿìè: ïîëó÷åíèå èíäóöèðîâàí-
íîé òîïîëîãèè è ïðîèçâåäåíèå òîïîëîãèé.
Ðàíåå â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ïîíÿòèå èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè óæå âñòðå-

÷àëîñü (õîòÿ ýòî òàê è íå íàçûâàëîñü). Âñïîìíèì ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè òî÷êè íà
êàêîé-ëèáî ïîâåðõíîñòè. Áðàëîñü ìíîæåñòâî, îáðàçóþùåå îêðåñòíîñòü òî÷êè, îíî
ïåðåñåêàëîñü ñ ìíîæåñòâîì, îáðàçóþùèì ïîâåðõíîñòü, è ðåçóëüòàò ïåðåñå÷åíèÿ ìû
íàçûâàëè îêðåñòíîñòüþ òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè (Ñì. ðèñ. 7.1).

Ðèñ. 7.1. Îêðåñòíîñòü òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè

Îêðåñòíîñòü òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè, êàê ìû óâèäèì äàëåå, - ýòî è åñòü ýëåìåíò
èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè. Òàê æå, â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå âñòðå÷àëîñü è ïðî-
èçâåäåíèå òîïîëîãèé.

Èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïóñòü: Q - ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ; A - ìíîæåñòâî. Îáîçíà-
÷èì:

QA =
{
ω
⋂

A : ω ∈ Q
}

=
{
ω1 : ∃ω2

(
ω2 ∈ Q ∧ ω1 = ω2

⋂
A
)}

. (7.1)

Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî (7.1) îãðàíè÷åíèåì ìíîæåñòâà ìíîæåñòâ íà ìíî-
æåñòâî A.

Ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà íåñêîëüêî âàæíûõ è î÷åâèäíûõ ñâîéñòâ îãðàíè÷å-
íèÿ ìíîæåñòâà ìíîæåñòâ íà ìíîæåñòâå.

Óòâåðæäåíèå 7.1 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: Q - ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ;;
A1, A2 - ìíîæåñòâà.
Òîãäà:

(QA1)A2
= QA1

⋂
A2 . (7.2)

Óòâåðæäåíèå 7.2 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: Q - ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ; A -
ìíîæåñòâî.
Òîãäà:

[QA] = [Q]A . (7.3)
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Óòâåðæäåíèå 7.3 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: (M, τ) - òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî; A ⊆M .
Òîãäà τA - òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå A (òàêóþ òîïîëîãèþ íàçûâàþò èíäóöèðîâàííîé).

Ïðèìåðîì èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè ìîæåò áûòü íàïðèìåð òîïîëîãèÿ, èíäó-
öèðîâàííàÿ íà çàêðûòûé ïðÿìîóãîëüíèê. Òàê ¾ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà¿
ïåðåñå÷åíèÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ñ òàêèì ïðÿìîóãîëüíèêîì áóäóò îòêðûòûìè ìíî-
æåñòâàìè, õîòÿ îíè íå áóäóò îòêðûòûìè íà ïëîñêîñòè â îáùåì ñëó÷àå, òàê êàê
ìîãóò èìåòü ãðàíè÷íûå òî÷êè (Ñì. ðèñ. 7.2).

R2

Ðèñ. 7.2. Îòêðûòûå ìíîæåñòâà íà çàêðûòîì ïðÿìîóãîëüíèêå

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî òàêàÿ òîïîëîãèÿ íå äà¼ò íè÷åãî íîâîãî, íî â îáùåì ñëó-
÷àå ýòî íå òàê, âñ¼ çàâèñèò îò òîãî, íà êàêîå ìíîæåñòâî îíà áóäåò èíäóöèðîâàòüñÿ.
Òàê, åñëè îíà áóäåò èíäóöèðîâàòüñÿ íà êàêîå-íèáóäü ñëîæíîå ìíîæåñòâî (íàïðè-
ìåð, íà êàêîé-íèáóäü ôðàêòàë), òî ó îáðàçîâàííîãî òàêèì îáðàçîì òîïîëîãè÷åñêî-
ãî ïðîñòðàíñòâà ìîãóò âîçíèêàòü ïðîáëåìû ñ ðàçìåðíîñòüþ, è ïîÿâëÿòüñÿ äðóãèå
ñâîéñòâà.
Íàñ èíòåðåñóåò íå òîëüêî òîïîëîãèÿ, íî è áàçà.

Óòâåðæäåíèå 7.4 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: (M, τ) - òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî; B - áàçà òîïîëîãèè τ , A ⊆M .
Òîãäà BA - áàçà òîïîëîãèè τA.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè äàííîãî óòâåðæäåíèÿ, ïîñêîëüêó:

[BA] = [B]A = τA ⇒ BA − áàçà τA. (7.4)

Íàêîíåö, îòìåòèì ñâÿçü èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè.

Óòâåðæäåíèå 7.5 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: (M1, τ1) - òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, A1 ⊆M1; (M2, τ2) - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, A@ ⊆M2; F : A1 →
A2; x0 ∈ D(F ).

1) Ïóñòü F - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèé τ1, τ2.

Òîãäà F - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèé (τ1)A1 , (τ2)A2.

2) Ïóñòü F - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèé (τ1)A1 , (τ1)A2.

Òîãäà F - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèé τ1, τ2.

Ïåðåéä¼ì ê ïðîèçâåäåíèþ òîïîëîãèé.
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Ïðîèçâåäåíèå òîïîëîãèé

Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíóþ îïåðàöèþ (áóäåì íàçûâàòü å¼ ¾âçâîëíîâàííûì ïðîèç-
âåäåíèåì¿).

Îïðåäåëåíèå 7.2. Ïóñòü:N ∈ Z, N ≥ 2, Q1, . . . , QN - ìíîæåñòâà ìíîæåñòâ.
Îáîçíà÷èì:

Q1⊗̃ . . . ⊗̃QN =
{
ω1 × . . .× ωN : ω1 ∈ Q1 ∧ . . . ∧ ωN ∈ QN

}
=

=
{
ω1 : ∃ω 1

2 . . . ∃ωN
2

(
ω 1
2 ∈ Q1 ∧ . . . ∧ ωN

2 ∈ QN ∧ ω1 = ω2
1 × . . .× ω2

N
)}

(7.5)

Ïðîèëëþñòðèðóåì äàííîå îïðåäåëåíèå. Íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé îòêðûòûìè ìíî-
æåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà, ïðåäñòàâèìûå â âèäå îáúåäèíåíèÿ êàêîé-ëèáî ñî-
âîêóïíîñòè èíòåðâàëîì (êàêîå-ëèáî ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ). Òîãäà
¾âçâîëíîâàííîå ïðîèçâåäåíèå¿ äâóõ ñòàíäàðòíûõ òîïîëîãèé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé
áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ìíîæåñòâà, èìåþùèå âèä êàêîãî-ëèáî ÷èñëà íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ îòêðûòûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (Ñì. ðèñ. 7.3).

R, τR

ω2

ω1

ω1 × ω2

τR⊗̃τR

R× R

Ðèñ. 7.3. ¾Âçâîëíîâàííîå ïðîèçâåäåíèå¿ äâóõ ñòàíäàðòíûõ òîïîëîãèé âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé

Ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà îäíî íóæíîå íàì ñâîéñòâî ¾âçâîëíîâàííîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ¿.

Óòâåðæäåíèå 7.6 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: N ∈ Z, N ≥ 2; Q1, D1 - ìíîæå-
ñòâà ìíîæåñòâ, Q1 ⊆ D1;. . . ;QN , DN - ìíîæåñòâà ìíîæåñòâ, QN ⊆ DN .
Òîãäà:

Q1⊗̃ . . . ⊗̃QN ⊆ D1⊗̃ . . . ⊗̃DN . (7.6)

Äîêàæåì ñâîéñòâî ¾âçâîëíîâàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ¿ êàñàòåëüíî çàìûêàíèÿ, êîòî-
ðîå áóäåò íàì íåîáõîäèìî äëÿ ââåäåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ òîïîëîãèé.
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Óòâåðæäåíèå 7.7. Ïóñòü: N ∈ Z, N ≥ 2, Q1, . . . , QN - ìíîæåñòâà ìíîæåñòâ,
k = 1, N .
Òîãäà: [

Q1⊗̃ . . . ⊗̃QN
]

=
[
Q1⊗̃ . . . ⊗̃Qk−1⊗̃

[
Qk
]
⊗̃Qk+1⊗̃ . . . ⊗̃QN

]
. (7.7)

Ãðóáî ãîâîðÿ, íå âàæíî, â êàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàìûêàòü ñîìíîæèòåëè
¾âçâîëíîâàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ¿.
Äîêàçàòåëüñòâî

Îáîçíà÷èì:

D1 = Q1, . . . , Dk−1 = Qk−1, Dk =
[
Qk
]
, Dk+1 = Qk+1, . . . , DN = QN . (7.8)

Î÷åâèäíî:
Q1 ⊆ D1, . . . , QN ⊆ DN . (7.9)

Òîãäà: [
Q1⊗̃ . . . ⊗̃QN

]
⊆
[
D1⊗̃ . . . ⊗̃DN

]
. (7.10)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå.
Ïóñòü ω ∈

[
D1⊗̃ . . . ⊗̃DN

]
. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî µ1(ω), óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèÿì:

µ1 ⊆ D1⊗̃ . . . ⊗̃DN , ω =
⋃

µ1. (7.11)

Ïóñòü ω ∈ D1⊗̃ . . . ⊗̃DN . Òîãäà ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà h1(ω), . . . , hN(ω), óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

h1(ω) ∈ D1, . . . , hN(ω) ∈ DN , ω = h1(ω)× . . .× hN(ω). (7.12)

Ïóñòü ω ∈ Dk. Òîãäà ω ∈
[
Qk
]
. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî µ2(ω),

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

µ2(ω) ⊆ Qk, ω =
⋃

µ2(ω). (7.13)

Ïóñòü ω1 ∈
[
D1⊗̃ . . . ⊗̃DN

]
. Òîãäà:

ω1 =
⋃

µ1(ω1) =
⋃

ω2∈µ1(ω1)

ω2 =
⋃

ω2∈µ1(ω1)

h1(ω2)× . . .× hN(ω2) =

=
⋃

ω2∈µ1(ω1)

h1(ω2)× . . .× hk−1(ω2)×

 ⋃
ω3∈µ2(hk(ω2))

ω3

× hk+1(ω2)× . . .× hN(ω2) =

=
⋃

ω2∈µ1(ω1)

⋃
ω3∈µ2(hk(ω2))

h1(ω2)︸ ︷︷ ︸
∈Q1

× . . .× hk−1(ω2)︸ ︷︷ ︸
∈Qk−1

× ω3︸︷︷︸
∈Qk

×hk+1(ω2)︸ ︷︷ ︸
∈Qk+1

× . . .× hN(ω2)︸ ︷︷ ︸
∈QN

∈

∈
[
Q1⊗̃ . . . ⊗̃QN

]
. (7.14)

Ïîñêîëüêó ω1 ìû âûáèðàëè ïðîèçâîëüíî, òî èç (7.14) ñëåäóåò, ÷òî:[
D1⊗̃ . . . ⊗̃DN

]
⊆
[
Q1⊗̃ . . . ⊗̃QN

]
. (7.15)
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Èòàê, èç (7.10) è (7.15) ïîëó÷àåì, ÷òî:[
D1⊗̃ . . . ⊗̃DN

]
=
[
Q1⊗̃ . . . ⊗̃QN

]
. (7.16)

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Òåïåðü, íàêîíåö, îïðåäåëèì èíòåðåñóþùóþ íàñ îïåðàöèþ.

Îïðåäåëåíèå 7.3. Ïóñòü: N ∈ Z, N ≥ 2, Q1, . . . , QN - ìíîæåñòâà ìíîæåñòâ.
Îáîçíà÷èì:

Q1 ⊗ . . .⊗QN =
[
Q1⊗̃ . . . ⊗̃QN

]
. (7.17)

Íåñëîæíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî ¾âçâîëíîâàííîå ïðîèçâåäåíèå¿ áàç òîïîëîãèé òîæå ÿâ-
ëÿåòñÿ áàçîé íåêîòîðîé òîïîëîãèè. Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå
áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Óòâåðæäåíèå 7.8 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: N ∈ Z, N ≥ 2; Mk - ìíîæåñòâî,
Bk ⊆ P (Mk),

⋃
Bk = Mk, ∀ω1 ∈ Bk ∀ω2 ∈ Bk

(
ω1

⋂
ω2 ∈

[
Bk
])

ïðè k = 1, N .
Òîãäà:

1) M1 × . . .×MN - ìíîæåñòâî;

2) B1⊗̃ . . . ⊗̃BN ⊆ P
(
M1 × . . .×MN

)
;

3)
⋃(

B1⊗̃ . . . ⊗̃BN
)

= M1 × . . .×MN ;

4) ∀ω1 ∈
(
B1⊗̃ . . . ⊗̃BN

)
∀ω2 ∈

(
B1⊗̃ . . . ⊗̃BN

)
:(

ω1

⋂
ω2 ∈

[
B1⊗̃ . . . ⊗̃BN

])
. (7.18)

Ïðîêîììåíòèðóåì ïîñëåäíèé ïóíêò. Ïîñêîëüêó:

ω1 = ω 1
1 × . . .× ω n

1 ; (7.19)

ω2 = ω 1
2 × . . .× ωN

2 . (7.20)

Òîãäà:

ω1

⋂
ω2 =

(
ω 1
1

⋂
ω 1
2

)
︸ ︷︷ ︸

∈[B1]

× . . .×
(
ωN
1

⋂
ωN
2

)
︸ ︷︷ ︸

∈[BN ]

. (7.21)

Òî åñòü:
ω1

⋂
ω2 ∈

[[
B1
]
⊗̃ . . . ⊗̃

[
BN
] ]

=
[
B1⊗̃ . . . ⊗̃BN

]
. (7.22)

Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå î ïðîèçâåäåíèè òîïîëîãèé (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Óòâåðæäåíèå 7.9 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: N ∈ Z, N ≥ 2; (M1, τ 1), . . . , (MN , τN)
- òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.
Òîãäà τ 1 ⊗ . . .⊗ τN - òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå M1, . . . ,MN .
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R× R

τR ⊗ τR =
[
τR⊗̃τR

]

Ðèñ. 7.4. Òîïîëîãèÿ íà ïëîñêîñòè, êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ òîïîëîãèé íà ïðÿìîé

Èìåííî òàê ìû è ïîëó÷àëè â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå òîïîëîãèþ íà âåùåñòâåí-
íîé ïëîñêîñòè èç òîïîëîãèè íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, âåäü ëþáîå îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî íà ïëîñêîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå (áûòü ìîæåò áåñêîíå÷íîãî)
÷èñëà îòêðûòûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (Ñì. ðèñ. 7.4).
Òåïåðü âèäíî, ÷òî ìíîãîìåðíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ñòðîèòü,

êàê ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ.
Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò íå òîëüêî òîïîëîãèè, íî è áàçû, òî ñôîðìóëèðóåì

àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ áàç òîïîëîãèé.

Óòâåðæäåíèå 7.10 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: N ∈ Z, N ≥ 2; (M1, τ 1) - òîïî-
ëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, B1 - áàçà òîïîëîãèè τ 1; . . . ; (MN , τN) - òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, BN - áàçà òîïîëîãèè τN .
Òîãäà B1⊗̃ . . . ⊗̃BN - áàçà òîïîëîãèè τ 1 ⊗ . . .⊗ τN .

Òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê íåïðåðûâíûì ôóíêöèÿì.

Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òîïîëîãèè

Â îòëè÷èè îò ïðèâû÷íîãî îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè â ìàòåìàòè÷åñêîì
àíàëèçå â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé òîïîëîãèè íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ïðèâûêëè
ðàññìàòðèâàòü íå â òî÷êå, à ñðàçó íà âñ¼ì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, è ñàìà
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èíà÷å, áåç èñïîëüçîâàíèÿ ¾ýïñèëîí-äåëüòà¿
ÿçûêà. Â ýòîì ïóíêòå ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðèâû÷íîå îïðåäåëåíèå èç ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà íå ïðîòèâîðå÷èò áîëåå îáùåìó îïðåäåëåíèþ èç òîïîëîãèè.

Óòâåðæäåíèå 7.11. Ïóñòü: (M1, τ1), (M2, τ2) - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà; F :
M1 →M2, A ⊆M2.

Ïóñòü: x0 ∈ int
(
D(F )

)
, F (x0) ∈ int (A), F - íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Òîãäà x0 ∈ int
(
D(F,A)

)
, ãäå D(F,A) - ïîëíûé ïðîîáðàç ìíîæåñòâà A äëÿ ôóíê-

öèè F :
D(F,A) = {x : x ∈ D(F ) ∧ F (x) ∈ A} . (7.23)
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Äîêàçàòåëüñòâî

Òàê êàê int (A) - îêðåñòíîñòü òî÷êè F (x0), F - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå x0,
òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ω òî÷êè x0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: F [ω] ⊆ int (A)
(çäåñü è äàëåå ïîä ñèìâîëîì F [A] ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü îáðàç ìíîæåñòâà A îò
ôóíêöèè F ).

Òàê êàê int
(
D(F )

)
- îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, ω - îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, òî int

(
D(F )

)⋂
ω

- îêðåñòíîñòü òî÷êè x0. Òîãäà:

int
(
D(F )

)⋂
ω - îêðåñòíîñòü x0, (7.24)

int
(
D(F )

)⋂
ω ⊆ int

(
D(F )

)
⊆ D(F ), (7.25)

F
[
int
(
D(F )

)⋂
ω
]
⊆ F [ω] ⊆ int (A) ⊆ A. (7.26)

Ñëåäîâàòåëüíî: int
(
D(F )

)⋂
ω - îêðåñòíîñòü òî÷êè x0; int

(
D(F )

)⋂
ω ⊆ D(F,A).

Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ âíóòðåííåé òî÷êè ìíîæåñòâà, x0 ∈ int
(
D(F,A)

)
.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Íàêîíåö, ìû ìîæåì äàòü áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

Óòâåðæäåíèå 7.12. Ïóñòü: (M1, τ1), (M2, τ2) - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà;
F : M1 →M2.

1) Ïóñòü: D(F ) ∈ τ1, F - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà D(F ).

Òîãäà:
∀A ∈ τ2

(
D(F,A) ∈ τ1

)
. (7.27)

2) Ïóñòü: ∀A ∈ τ2
(
D(F,A) ∈ τ1

)
.

Òîãäà: D(F ) ∈ τ1, F - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà D(F ).

Ýòî è åñòü íîâîå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè. Ãðóáî ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ
íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè äëÿ íå¼ ïðîîáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.
Äîêàçàòåëüñòâî

Áóäåì äîêàçûâàòü îòäåëüíî êàæäûé ïóíêò.
1. Ïóñòü A ∈ τ2. Ðàññìîòðèì åãî ïðîîáðàç D(F,A). Ïóñòü x0 ∈ D(F,A).
Òîãäà x0 ∈ D(F ), F (x0) ∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî (èç îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè): x0 ∈ int
(
D(F )

)
, F (x0) ∈ int (A), F - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå x0.

Òîãäà x0 ∈ int
(
D(F,A)

)
(ýòî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 7.11). Â ñèëó òîãî, ÷òî

òî÷êà x0 ∈ D(F,A) áûëà âûáðàíà ïðîèçâîëüíî, ñëåäóåò, ÷òî D(F,A) ∈ τ1. Èç ýòîãî,
â ñèëó òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî A ∈ τ2 áûëî âûáðàíî ïðîèçâîëüíî, ñëåäóåò óòâåðæäå-
íèå (7.27).
2. Î÷åâèäíî, ÷òî D(F,M2) = D(F ). Òàê êàê M2 ∈ τ2, òî D(F ) ∈ τ1.
Ïóñòü x0 ∈ D(F ). Ïóñòü ω2 - îêðåñòíîñòü òî÷êè F (x0). Ðàññìîòðèì ïðîîáðàç ýòîé

îêðåñòíîñòè D(F, ω2).
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Òàê êàê ω2 ∈ τ2, òî D(F, ω2) ∈ τ1. Òàê êàê x0 ∈ D(F ), F (x0) ∈ ω2, òî x0 ∈ D(F, ω2).
Òîãäà D(F, ω2) - îêðåñòíîñòü òî÷êè x0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì: D(F, ω2) - îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, F
[
D(F, ω2)

]
⊆ ω2. Â ñèëó

ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà îêðåñòíîñòè ω2 òî÷êè F (x0) ïî îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíîñòè
â òî÷êå ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ F - íåïðåðûâíà â òî÷êå x0. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
âûáîðà x0∞D(F ) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ F - íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå D(F ).
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Îïðåäåëåíèå 7.4. Ïóñòü: (M1, τ1), (M2, τ2) - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, A ⊆
M1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C
(
A; (M1, τ1), (M2, τ2)

)
ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ óñëîâèÿì:

1) F : M1 →M2;

2) A ⊆ D(F ), F
∣∣∣
A
- íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà A.

Ãîìåîìîðôèçì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå 7.5. Ïóñòü: (M1, τ2), (M2, τ2) - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

1) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F - ãîìåîìîðôèçì èç (M1, τ1) â (M2, τ2), åñëè; F - îáðà-
òèìàÿ ôóíêöèÿ, D(F ) ⊆M1, R(F ) ⊆M2; F - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà D(F ),
F−1 - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà R(F ).

2) Ïóñòü: A1 ⊆ M1, A2 ⊆ M2. Áóäåì ïèñàòü A1
F
≈ A2, åñëè: F - ãîìåîìîðôèçì

èç (M1, τ1) â (M1, τ2), D(F ) = A1, R(F ) = A2.

3) Ïóñòü: A1 ⊆M1, A2 ⊆M2. Áóäåì ïèñàòü A1 ≈ A2, åñëè ∃F
(
A1

F
≈ A2

)
.

4) Ïóñòü: A1 ⊆M1, A2 ⊆M2, F : M1 →M2.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî A1 íà ìíî-
æåñòâî A2, åñëè:

A1 ⊆ D(F ), A2 = F [A1] , F
∣∣∣
A1

- ãîìåîìîðôèçì èç (M1, τ1) â (M2, τ2).

Ñôîðìóëèðóåì (áåç äîêàçàòåëüñòâà) íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ãîìåîìîð-
ôèçìà.

Óòâåðæäåíèå 7.13 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: (M1, τ2), (M2, τ2) - òîïîëîãè÷å-
ñêèå ïðîñòðàíñòâà.

1) Ïóñòü: F - ãîìåîìîðôèçì èç (M1, τ1) â (M2, τ2), A ⊆M1.

Òîãäà F
∣∣∣
A
- ãîìåîìîðôèçì èç (M1, τ1) â (M2, τ2).
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2) Ïóñòü F - ãîìåîìîðôèçì èç (M1, τ1) â (M2, τ2).

Òîãäà F−1 - ãîìåîìîðôèçì èç (M2, τ2) â (M1, τ1).

3) Ïóñòü: F - ãîìåîìîðôèçì èç (M1, τ1) â (M2, τ2), D(F ) ∈ τ1, R(F ) ∈ τ2.
Òîãäà:

∀A ∈ τ1
(
F [A] ∈ τ2

)
; ∀A ∈ τ2

(
F−1 [A] ∈ τ1

)
. (7.28)

Ñäåëàåì íåáîëüøîé êîììåíòàðèé îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíåãî ïóíêòà. Ñâîéñòâà (7.28)
ñëåäóåò íàïðÿìóþ èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé F, F−1 è èç òîãî, ÷òî: F [A] ∈ D(F−1, A);
F−1 [A] = D(F,A).

Óòâåðæäåíèå 7.14 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: (M1, τ1), (M2, τ2), (M3, τ3) - òî-
ïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.
Ïóñòü äàëåå: F1 - ãîìåîìîðôèçì èç (M1, τ1) â (M2, τ2); F2 - ãîìåîìîðôèçì èç

(M2, τ2) â (M3, τ3).
Òîãäà F2 ◦ F1 - ãîìåîìîðôèçì èç (M1, τ1) â (M3, τ3).
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Ëåêöèÿ 8

Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ (×àñòü 5)

Ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö

Ñôîðìóëèðóåì 4 âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ, èç êîòîðûõ ïîòîì è ñôîðìóëè-
ðóåì ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö.

Óòâåðæäåíèå 8.1. Ïóñòü: (M1, τ2), (M2, τ2) - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà; F -
ãîìåîìîðôèçì èç ïðîñòðàíñòâà (M1, τ1) â ïðîñòðàíñòâî (M2, τ2).
Ïóñòü ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

∀A(A ∈ τ1 ∧ A ⊆ D(F )⇒ F [A] ∈ τ2), (8.1)

∀A
(
A ∈ τ2 ∧ A ⊆ R(F )⇒ F−1 [A] ∈ τ1

)
. (8.2)

(Â ïîñëåäóþùèõ òð¼õ óòâåðæäåíèÿõ ýòà ïðåàìáóëà áóäåò îïóùåíà, íî áóäåò ïîä-
ðàçóìåâàòüñÿ).
Ïóñòü: A ⊆ D(F ), x0 ∈ int (A).
Òîãäà F (x0) ∈ int (F [A]).

Äîêàçàòåëüñòâî

Òàê êàê: int (A) ∈ τ1, int (A) ⊆ A ⊆ D(F ), òî

F [int (A)] ∈ τ2. (8.3)

Òàê êàê x0 ∈ int (A), x0 ∈ int (A) ⊆ A ⊆ D(F ), òî

F (x0) ∈ F [int (A)] . (8.4)

Òîãäà, èç (8.3), (8.4), ñëåäóåò, ÷òî F [int (A)] - îêðåñòíîñòü F (x0).
Òàê êàê int (A) ⊆ A, òî

F [int (A)] ⊆ F [A] . (8.5)

Òîãäà, ïîñêîëüêó F [int (A)] - îêðåñòíîñòü x0, è èç (8.5) ñëåäóåò, ÷òî:

F (x0) ∈ int
(
F [A]

)
. (8.6)

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 8.2. Ïóñòü; A ⊆ D(F ), x0 ∈ D(F ), F (x0) ∈ int (F [A]).
Òîãäà:

x0 ∈ int (A). (8.7)

Äîêàçàòåëüñòâî

Òàê êàê x0 ∈ D(F ), òî:

F (x0) ∈ R(F ), (8.8)

F−1
(
F (x0)

)
= x0. (8.9)

62

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

https://vk.com/teachinmsu


ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÒÅÍÇÎÐÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ.×ÀÑÒÜ1.ËÅÊÖÈÈ•
ÁÀÄÜÈÍ ÀÍÄÐÅÉ ÂÀËÅÍÒÈÍÎÂÈ×

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ïîñêîëüêó A ⊆ D(F ), òî, î÷åâèäíî, ÷òî:

F [A] ⊆ R(F ), (8.10)

F−1
[
F [A]

]
= D(F )

⋂
A. (8.11)

Òàê êàê A ⊆ D(F ), òî èç (8.10), (8.11) ïîëó÷àåì, ÷òî:

F [A] ⊆ R(F ), (8.12)

F−1
[
F [A]

]
= A. (8.13)

Òàê êàê F - ãîìåîìîðôèçì, òî, î÷åâèäíî, ÷òî F−1 - ãîìåîìîðôèçì èç (M2, τ2) â
(M1, τ1). Òîãäà èç (8.1), (8.2) ñëåäóåò, ÷òî:

∀B
(
B ∈ τ2 ∧B ⊆ R(F )⇒ F−1 [B] ∈ τ1

)
, (8.14)

∀B
(
B ∈ τ1 ∧B ⊆ D(F )⇒

(
F−1

)−1
[B] ∈ τ2

)
. (8.15)

Òîãäà èç (8.8), (8.12), (8.14), (8.15) è èç óòâåðæäåíèÿ 8.1 ñëåäóåò, ÷òî:

F−1(F (x0)) ∈ int
(
F−1

[
F [A]

])
⇒ x0 ∈ int (A). (8.16)

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 8.3. Ïóñòü: A ⊆ D(F ), x0 ∈ D(F ), x0 ∈ ∂A.
Òîãäà:

F (x0) ∈ R(F ), F (x0) ∈ ∂F [A] . (8.17)

Äîêàçàòåëüñòâî

Òàê êàê x0 ∈ D(F ), òî:

F (x0) ∈ R(F ), (8.18)

F−1
(
F (x0)

)
= x0. (8.19)

Òàê êàê x0 ∈ D(F ), òî
F (x0) ∈ R(F ) ⊆M2. (8.20)

Òîãäà (âîçìîæíû òîëüêî òðè âàðèàíòà):

F (x0) ∈ int
(
F [A]

)
∨ F (x0) ∈ int

(
M2\F [A]

)
∨ F (x0) ∈ ∂F [A] . (8.21)

Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîé è òðåòèé âàðèàíò èç (8.21) íåâåðíû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F (x0) ∈ int
(
F [A]

)
.

Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ 8.2 x0 ∈ int (A), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x0 ∈ ∂A.
Èòàê:

F (x0) 6∈ int
(
F [A]

)
. (8.22)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F (x0) ∈ int
(
M2\F [A]

)
.

Òàê êàê int (M2\F [A]) ∈ τ2, òî int
(
M2\F [A]

)
- îêðåñòíîñòü F (x0).

Òàê êàê F - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå x0, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ω òî÷êè
x0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ:

F [ω] ⊆ int
(
M2\F [A]

)
. (8.23)

Òàê êàê x0 ∈ ∂A, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: x1 ∈ ω,
x1 ∈ A.
Òàê êàê x1 ∈ A ⊆ D(F ), x1 ∈ ω, òî

F (x1) ∈ F [ω] . (8.24)

Òîãäà:

F (x1) ∈ F [ω] ⊆ int
(
M2\F [A]

)
⊆M2\F [A] . (8.25)

Òàê êàê x1 ∈ A ⊆ D(F ), x1 ∈ A, òî F (x1) ∈ F [A], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûðàæå-
íèþ (8.25).
Èòàê, ïîëó÷èëè, ÷òî:

F (x0) 6∈ int
(
M2\F [A]

)
. (8.26)

Èç (8.21), (8.22), (8.26) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî F (x0) ∈ ∂F [A].
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 8.4. Ïóñòü: A ⊆ D(F ), x0 ∈ D(F ), F (x0) ∈ ∂F [A].
Òîãäà:

x0 ∈ ∂A. (8.27)

Äîêàçàòåëüñòâî

Òàê êàê x0 ∈ D(F ), òî

F (x0) ∈ R(F ), (8.28)

F−1
(
F (x0)

)
= x0. (8.29)

Î÷åâèäíî, ÷òî:

F [A] ⊆ R(F ), (8.30)

F−1
[
F [A]

]
= D(F )

⋂
A. (8.31)

Òàê êàê A ⊆ D(F ), òî:

F [A] ⊆ R(F ), (8.32)

F−1
[
F [A]

]
= A. (8.33)
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Î÷åâèäíî, ÷òî F−1 - ãîìåîìîðôèçì èç (M2, τ2) â (M1, τ1), òîãäà:

∀B
(
B ∈ τ2 ∧B ⊆ R(F )⇒ F−1 [B]B ∈ τ1

)
, (8.34)

∀B
(
B ∈ τ2 ∧B ⊆ D(F )⇒

(
F−1

)−1
[B] ∈ τ2

)
, (8.35)

F [A] ⊆ R(F ), F (x0) ∈ R(F ), F (x0) ∈ ∂F [A] . (8.36)

Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ 8.3 ñëåäóåò, ÷òî:

F−1
(
F (x0)

)
∈ ∂F−1

[
F [A]

]
⇒ x0 ∈ ∂A. (8.37)

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Èç äàííûõ ÷åòûð¼õ óòâåðæäåíèé, íàêîíåö, ñôîðìóëèðóåì ãëàâíîå óòâåðæäåíèå

ýòîãî ïóíêòà.

Óòâåðæäåíèå 8.5 (Ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö). Ïóñòü: (M1, τ1), (M2, τ2) - òî-
ïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà; F - ãîìåîìîðôèçì èç (M1, τ1) â (M2, τ2), è ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

∀A(A ⊆ D(F ) ∧ A ∈ τ1 ⇒ F [A] ∈ τ2), (8.38)

∀A
(
A ⊆ R(F ) ∧ A ∈ τ2 ⇒ F−1 [A] ∈ τ1

)
. (8.39)

1) Ïóñòü A ⊆ D(F ).

Òîãäà:
F [int (A)] = int

(
F [A]

)
. (8.40)

2) Ïóñòü A ⊆ D(F ).

Òîãäà:
F [∂A] = R(F )

⋂
∂F [A] . (8.41)

3) Ïóñòü: A ⊆ D(F ), A - ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (M1, τ1).

Òîãäà F [A] - ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (M2, τ2).

Ñäåëàåì íåáîëüøîé êîììåíòàðèé. Âòîðîé ïóíêò óòâåðæäåíèÿ êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ
ïðèíöèïîì ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö. Ïåðåñå÷åíèå R(F )

⋂
∂F [A] ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì,

åñëè ó÷åñòü, ÷òî F [∂A] = F [D(F )
⋂
∂A].

Ïåðâûå äâà ïóíêòà ïðàêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé 8.1-8.4, ïî-
ýòîìó äîêàæåì òîëüêî òðåòèé ïóíêò óòâåðæäåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî

3.Î÷åâèäíî, ÷òî F [A] ⊆ R(F ) ⊆M2.
Òàê êàê: A 6= ∅, A ⊆ D(F ), òî D(F )

⋂
A 6= ∅.

Òîãäà
F [A] 6= ∅.
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Î÷åâèäíî, ÷òî:

F [A] ⊆ F
[
int (A)

]
= F

[
int (A)

⋃
∂ int (A)

]
= F [int (A)]

⋃
F [∂ int (A)] =

= [ Èç âòîðîãî ïóíêòà óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò ] =

= F [int (A)]
⋃(

R(F )
⋂

∂F [int (A)]
)
⊆ F

[
int (A)

]⋃
∂F
[
int (A)

]
=

= int
(
F [A]

)⋃
∂ int

(
F [A]

)
= int

(
F [A]

)
, (8.42)

òî åñòü F [A] - ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïåðåñå÷åíèå âî âòîðîì ïóíêòå óòâåð-

æäåíèÿ äåéñòâèòåëüíî ñòîèò ïî ñóùåñòâó.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñëåäóþùåãî âèäà (Ñì. ðèñ. 8.1):

A =
{
x : x ∈ R2 ∧ ‖x‖ ≥ 1

}
. (8.43)

x

F (x)

x1

x2

A

Ðèñ. 8.1. Ìíîæåñòâî, ó êîòîðîãî ∂F [A] 6= F [∂A]

Ãðàíèöà ýòîãî ìíîæåñòâà èìååò âèä:

∂A =
{
x : x ∈ R2 ∧ ‖x‖ = 1

}
. (8.44)

Ðàñìîòðèì îòîáðàæåíèå âèäà:

F (x) =
1

‖x‖2
x ïðè x ∈ R2, x 6= 0. (8.45)

Òîãäà îáðàçîì ìíîæåñòâà A äëÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ áóäåò ìíîæåñòâî:

F [A] =
{
x : x ∈ R2 ∧ ‖x‖ ≤ 1 ∧ x 6= 0

}
. (8.46)
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Òîãäà ãðàíèöà îáðàçàA è îáðàç ãðàíèöûA îòëè÷àþòñÿ íà îäíó òî÷êó 0, â êîòîðóþ
íå ïåðåõîäèò íè îäíà òî÷êà îáðàçà A. Òî åñòü äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà:

∂F [A] 6= F [∂A] . (8.47)

Ïåðåñå÷åíèå ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé R(F ) îòîáðàæåíèÿ F êàê ðàç è îòñåêàåò ýòó
òî÷êó.

Óòâåðæäåíèå 8.6. Ïóñòü: (M1, τ1), (M2, τ2) - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà; F -
ãîìåîìîðôèçì èç (M1, τ1) â (M2, τ2), D(F ) - ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî â (M1, τ1), R(F )
- ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî â (M2, τ2).
Òîãäà:

D(F ) ⊆
{
x : x ∈ int (D(F )) ∧ F (x) ∈ int (R(F ))

}
. (8.48)

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ D(F ) è äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè
ω òî÷êè x0 ñóùåñòâóåò òî÷êà x1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

x1 ∈ ω, x1 ∈ int
(
D(F )

)
, F (x1) ∈ int

(
R(F )

)
. (8.49)

Ïóñòü: x0 ∈ D(F ), ω1,0 - îêðåñòíîñòü òî÷êè x0.
Òàê êàê D(F ) - ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèÿì:

x1 ∈ ω1,0, x1 ∈ int
(
D(F )

)
. (8.50)

Îáîçíà÷èì:
ω1,1 = ω1,0

⋂
int
(
D(F )

)
. (8.51)

Òîãäà ω1,1 - îêðåñòíîñòü òî÷êè x1.
Îáîçíà÷èì:

y1 = F (x1). (8.52)

Òàê êàê x1 ∈ D(F ), òî: y1 ∈ R(F ), F−1(y1) = x1.
Òàê êàê: F−1 - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå y1, è òàê êàê ω1,1 - îêðåñòíîñòü

òî÷êè x1, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ω2,1 òî÷êè y1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ:

F−1 [ω2,1] ⊆ ω1,1. (8.53)

Òàê êàê R(F ) - ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà y2, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì:

y2 ∈ ω2,1, y2 ∈ int
(
R(F )

)
. (8.54)

Îáîçíà÷èì:
x2 = F−1(y2). (8.55)

Òàê êàê y2 ∈ R(F ), òî
x2 ∈ D(F ), F (x2) = y2. (8.56)

Òàê êàê: y2 ∈ R(F ), y2 ∈ ω2,1, òî x2 ∈ F−1 [ω2,1].
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Òîãäà:

x2 ∈ F−1 [ω2,1] ⊆ ω1,1 ⊆ ω1,0, (8.57)

x2 ∈ F−1 [ω2,1] ⊆ ω1,1 ⊆ int
(
D(F )

)
. (8.58)

Èòàê, x2 ∈ ω1,0, x2 ∈ int
(
D(F )

)
, F (x2) = y2 ∈ int

(
R(F )

)
.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ãîìåîìîðôèçì â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå

Â ýòîì ïóíêòå ìû ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà íåñêîëüêî îñíîâíûõ ñâîéñòâ
ãîìåîìîðôèçìà â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå. Èõ äîêàçàòåëüñòâî íå ñëîæíî, íî
òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî àïïàðàòà, òðåáóþùåãî ðàçâèòèå äîâîëüíî
áîëüøîé òåîðèè, ëåæàùåé âíå ðàìîê äàííîãî êóðñà.
Èòàê ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå òåîðåìû î ãîìåîìîðôèçìå.

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü: K ∈ {C,R}, N ∈ N; F : Kn → KN , F - îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ;
D(F ) ∈ τKN , F - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà D(F ).
Òîãäà:

R(F ) ∈ τKN , F−1 - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ . (8.59)

Íàì èçâåñòåí íåêèé ¾àíàëîã¿ äàííîé òåîðåìû èç ÒÔÊÏ. Ñôîðìóëèðóåì åãî.

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü: F : C→ C, F - îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ, D(F ) ∈ τC, D(F ) 6= ∅,
F - àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ∀z ∈ D(F ):(

d

dz
F (z) 6= 0

)
.

Òîãäà:

R(F ) ∈ τC, R(F ) 6= ∅, F−1 àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ , (8.60)

∀ω ∈ R(F )

(
d

dω
F−1(ω) 6= 0

)
. (8.61)

Êîðîòêî ãîâîðÿ, òåîðåìà 8.1 ãîâîðèò, ÷òî ëþáîé ãîìåîìîðôèçì â KN îáëàäàåò
íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå íóæíû äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðèíöèïà ñîîòâåòñòâèÿ
ãðàíèö.

Óòâåðæäåíèå 8.7 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: K ∈ {C,R}, N ∈ N, F - ãîìåî-
ìîðôèçì èç KN â KN .
Òîãäà:

∀A(A ∈ τKN ∧ A ⊆ D(F )⇒ F [A] ∈ τKN ), (8.62)

∀A
(
A ∈ τKN ∧ A ⊆ R(F )⇒ F−1 [A] ∈ τKN

)
. (8.63)

Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü: K ∈ {C,R}, N1, N2 ∈ N; F - ãîìåîìîðôèçì èç KN1 â KN2,

int
(
D(F )

)
6= ∅.

Òîãäà N1 ≤ N2.
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Óòâåðæäåíèå 8.8 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: K ∈ {C,R}, N1, N2 ∈ N; F - ãî-

ìåîìîðôèçì èç KN1 â KN2; int
(
D(F )

)
6= ∅, int

(
R(F )

)
6= ∅.

Òîãäà N1 = N2.

Òî åñòü ýòè òåîðåìà è óòâåðæäåíèå ãëàñÿò, ÷òî ïðè ãîìåîìîðôèçìå ïðîñòðàíñòâ
ñîõðàíÿåòñÿ ðàçìåðíîñòü.
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ýòèìè òåîðåìàìè, íî áóäåì ïîêàçûâàòü,

êàê áåç íèõ îáîéòèñü, âëîæèâ â óñëîâèÿ äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ.

Îáùèå ñâåäåíèÿ î ãëàäêèõ ôóíêöèÿõ

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïóñòü: N1, N2 ∈ N, r ∈ N (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî r ëèáî íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî, ëèáî ðàâíî +∞, ëèáî ðàâíî ñèìâîëó àíàëèòè÷íîñòè a); Q - ðåãóëÿðíîå
ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå RN1.

1) Ïóñòü r ∈ N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cr
(
Q;RN1 ,RN2

)
ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé F ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì: F : RN1 → RN2, F
∣∣∣
Q
- èìååò âñå íåïðåðûâíûå

ïðîèçâîäíûå îò ïîðÿäêà 0 äî ïîðÿäêà r.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ ÷åðåç ïðèâû÷íîå ðàçíîñòíîå ñîîòíîøåíèå, íî ïðîèçâîäíàÿ íà ãðàíè-
öå (òàì îíà ìîæåò èìåòü ïðîáëåìû ñ ðàçíîñòíûì ñîîòíîøåíèåì (Ñì. ðèñ. 8.2))
îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé.

x1

x2

D(F )

∂
∂x1
F = lim

(
∂
∂x1
F (x)

)

Ðèñ. 8.2. Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé íà ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

2) Ïóñòü r = +∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cr
(
Q;RN1 ,RN2

)
ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé

F , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì: F : RN1 → RN2, F
∣∣∣
Q
- èìååò íåïðåðûâíûå

ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ.

3) Ïóñòü R = a(ñèìâîë àíàëèòè÷íîñòè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cr
(
Q;RN1 ,RN2

)
ìíî-

æåñòâî âñåõ ôóíêöèé F , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì: F : RN1 → RN2, äëÿ
ëþáîé òî÷êè x0 ∈ Q ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ω òî÷êè x0, óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ óñëîâèÿì: íà ìíîæåñòâå Q

⋂
ω ôóíêöèÿ F ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñòåïåííîé

ðÿä ñ öåíòðîì â òî÷êå x0.
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Âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîæåñòâà îïðåäåë¼ííûå â ïóíêòå 2 è â ïóíêòå 3 íå ðàâíû. Ïðè-
âåä¼ì ïðèìåð ôóíêöèè, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó âòîðîãî ïóíêòà, íî íå
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó òðåòüåãî ïóíêòà.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ:

F (x) =

{
e−

1
x2 ïðè x ∈ R, x 6= 0;

0 ïðè x ∈ R, x = 0.
(8.64)

Èññëåäóåì, êàê âåä¼ò ñåáÿ ôóíêöèÿ (8.64) è å¼ ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x = 0.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå:

lim
x→0

F (x) = lim
x→0

(
e−

1
x2

)
= 0 = F (0)⇒ F ∈ C(R;R,R). (8.65)

Èç ïðåäûäóùèõ êóðñîâ, ìû çíàåì, ÷òî ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x = 0 òàêîé ôóíêöèè
ìîæíî îïðåäåëèòü, ÷åðåç ïðåäåë ïðîèçâîäíîé, òî åñòü:

d

dx

(
e−

1
x2

)
= e−

1
x2 · 2

x3
→
x→0

0. (8.66)

È òàê äàëåå.
Ïî èíäóêöèè ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî:

F ∈ C∞(R;R,R), F (k)(0) = 0 ïðè k ∈ N. (8.67)

Òî åñòü, ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè (8.64) ñõîäèòñÿ, íî ñõîäèòñÿ íå ê ôóíêöèèè (8.64),
òî åñòü F 6∈ Ca(R;R,R).

Îïðåäåëåíèå 8.2. Ïóñòü: N1, N2 ∈ N, r ∈ N, F : RN1 → RN2.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F - Cr ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, åñëè:

1) D(F ) - ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî â RN1;

2) F ∈ Cr
(
D(F );RN1 ,RN2

)
.
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Ëåêöèÿ 9

Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ (×àñòü 6)

Îáùèå ñâåäåíèÿ î ãëàäêèõ ôóíêöèÿõ (ïðîäîëæåíèå)

Îïðåäåëåíèå 9.1. Ïóñòü: N1, N2 ∈ N; F : RN1 → RN2, F - C1-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ,
x0 ∈ D(F ).
Îáîçíà÷èì:

DxF (x)
∣∣∣
x=x0

=

{
∂

∂xk
Fm(x)

∣∣∣
x=x0

}m=1,N2

k=1,N1

. (9.1)

Ìàòðèöà (9.1) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ßêîáè.

Îïðåäåëåíèå 9.2. Ïóñòü: N ∈ N; F : RN → RN , F - C1-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ; x0 ∈
D(F ).
Îáîçíà÷èì:

D

Dx

F (x)
∣∣∣
x=x0

= det

(
Dx F (x)

∣∣∣
x=x0

)
. (9.2)

Âûðàæåíèå (9.2) - ýòî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè (åãî åù¼ íàçûâàþò ßêîáèà-
íîì).

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå êîìïîçèöèþ ãëàäêèõ ôóíêöèé è âûÿñíèì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ
êîìïîçèöèÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé.

Óòâåðæäåíèå 9.1 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: N1, N2, N3 ∈ N, r ∈ N; F1 : RN1 →
RN2, F1 - C

r-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ; F2 : RN2 → RN3, F2 - C
r-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ; D(F2 ◦F1)

- ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî, òî åñòü:

D(F2 ◦ F1) = {x : x ∈ D(F1) ∧ F1(x) ∈ D(F2)} . (9.3)

Ïóñòü äàëåå:

int
(
D(F2 ◦ F1)

)
=
{
x : x ∈ int

(
D(F1)

)
∧ F1(x) ∈ int

(
D(F2)

)}
. (9.4)

Òîãäà F2 ◦ F1 - C
r-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

Äèôôåîìîðôèçìû â êîîðäèíàòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ïîíÿòèå äèôôåîìîðôèçìà

Îïðåäåëåíèå 9.3. Ïóñòü: N1, N2 ∈ N, r ∈ N.

1) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F - Cr-ãëàäêèé äèôôåîìîðôèçì èç ïðîñòðàíñòâà RN1

â ïðîñòðàíñòâî RN2, åñëè:

à) F : RN1 → RN2, F - îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ,

á) F - Cr-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, F−1 - Cr-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.
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2) Ïóñòü: A1 ⊆ RN1, A2 ⊆ RN2. Áóäåì ïèñàòü A1
F
≈
Cr
A2 (ïðîñòðàíñòâà A1 è A2 -

Cr-äèôôåîìîðôíû äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ F ), åñëè: F - Cr-
äèôôåîìîðôèçì èç RN1 â RN2, D(F ) = A1, R(F ) = A2.

3) Ïóñòü: A1 ⊆ RN1, A2 ⊆ RN2. Áóäåì ïèñàòü A1≈
Cr
A2, åñëè

∃F
(
A1

F
≈
Cr
A2

)
.

4) Ïóñòü: F : RN1 → RN2, A ⊆ RN1, A2 ⊆ RN2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F îòîáðà-
æàåò A1 íà A2 C

r-äèôôåîìîðôíî, åñëè:

A1 ⊆ D(F ), F [A1] = A2, F
∣∣∣
A1

− Cr -äèôôåîìîðèçì .

Óòâåðæäåíèå 9.2 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: N1, N2 ∈ N, r ∈ N; F - Cr-
äèôôåîìîðôèçì èç RN1 â N2.
Òîãäà F−1 - Cr-äèôôåîìîðôèçì èç RN2 â RN1.

Ñôîðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 9.3. Ïóñòü: N1, N2 ∈ N; F - C1-äèôôåîìîðôèçì èç RN1 â RN2.
Òîãäà

DyF
−1(y)

∣∣∣
y−F (x)︸ ︷︷ ︸

∈RN1×N2

·DxF (x)︸ ︷︷ ︸
∈RN2×N1

= I1 ïðè x ∈ D(F ). (9.5)

Äîêàçàòåëüñòâî

Î÷åâèäíî:

F−1
(
F (x)

)
= x ïðè x ∈ D(F ); (9.6)

F−1
(
F (x)

)
= x ïðè: x ∈ int

(
D(F )

)
, F (x) ∈ int

(
R(F )

)
; (9.7)

DyF
−1(y)

∣∣∣
y=F (x)

·DxF (x) = I1 ïðè: x ∈ int
(
D(F )

)
, F (x) ∈ int

(
R(F )

)
. (9.8)

Òàê êàê F - ãîìåîìîðôèçì, D(F ) - ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâà, R(F ) - ðåãóëÿðíîå
ìíîæåñòâî, òî:

D(F ) ⊆
{
x : x ∈ int

(
D(F )

)
∧ F (x) ∈ int

(
R(F )

)}
. (9.9)

Òîãäà:

DyF
−1(y)

∣∣∣
y−F (x)

·DxF (x) = I1 ïðè x ∈ D(F ). (9.10)

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 9.4. Ïóñòü: N ∈ N; F - C1-äèôôåîìîðôèçì èç RN â RN .
Òîãäà:

D

Dx

F−1(y)
∣∣∣
y=F (x)

· D
Dx

F (x) = 1 ïðè x ∈ D(F ). (9.11)
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Äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî âçÿâ îïðåäåëèòåëè îò îáîèõ
÷àñòåé (9.5), ó÷èòûâàÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ - ýòî ïðîèçâåäåíèå îïðåäå-
ëèòåëåé.

Óòâåðæäåíèå 9.5. Ïóñòü: N ∈ N; F - C1-äèôôåîìîðôèçì èç RN â RN .
Òîãäà:

D

Dx

F (x) 6= 0 ïðè x ∈ D(F ). (9.12)

Ýòî óòâåðæäåíèå íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 9.4.

Çàìå÷àíèå 9.1. Ïóñòü: N ∈ N, r ∈ N; F : RN → RN , D(F ) ∈ τRN , D(F ) 6= ∅, F -
Cr-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü äàëåå âåðíî, ÷òî:

∀x ∈ D(F )

(
D

Dx

F (x) 6= 0

)
.

Îáîçíà÷èì:
Φ(x, y) = F (x)− y ïðè: x ∈ D(F ), y ∈ RN . (9.13)

Òîãäà: Φ : R2N → RN , D(Φ) ∈ τR2N , D(Φ) 6= ∅, Φ - Cr-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, è âåðíî,
÷òî:

∀x∀y
(

(x, y) ∈ D(Φ)⇒ D

Dx

Φ(x, y) 6= ∅
)
.

Ïóñòü x0 ∈ D(F ). Îáîçíà÷èì y0 = F (x0).
Òîãäà:

Φ(x0, y0)θ,
D

Dx

Φ(x, y)

∣∣∣∣∣∣∣∣x=x0
y=y0

6= 0, (9.14)

ãäå θ - íóëåâîé âåêòîð.
Ñîãëàñíî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ω1 òî÷êè x0,

ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ω2 òî÷êè y0, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

1. ω1 × ω2 ⊆ D(Φ); (9.15)

2. ∀y ∈ ω2∃!x ∈ ω1(Φ(x, y) = θ); (9.16)

3. ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: ϕ : ω2 → ω1,

∀y ∈ ω2(Φ(ϕ(y), y) = θ), ϕ− Cr ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ .

Òîãäà:

1. ω1 ⊆ D(F ); (9.17)

2. ∀y ∈ ω2∃!x ∈ ω1

(
F (x) = y

)
; (9.18)

3. ϕ : ω2 → ω1,∀y ∈ ω2

(
F (ϕ(y)) = y

)
, ϕ− Cr ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ . (9.19)

Ïóñòü: y ∈ ω2. Òîãäà: ϕ(y) ∈ ω1 ⊆ D(F ), y = F (ϕ(y)).
Ñëåäîâàòåëüíî: y ∈ R(F ). Òîãäà ω2 ⊆ R(F ).
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà äèôôåîìîðôèçìà

Òåîðåìà 9.1 (Î äèôôåîìîðôèçìå). Ïóñòü: N ∈ N, r ∈ N; F : RN → RN , D(F ) ∈
τRN , D(F ) 6= ∅; F - Cr-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü âåðíî, ÷òî:

∀x ∈ D(F )

(
D

Dx

F (x) 6= 0

)
.

Òîãäà: R(F ) ∈ τRN , R(F ) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî

Òàê êàê D(F ) 6= ∅, òî R(F ) 6= ∅.
Ïóñòü y0 ∈ R(F ). Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà x0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: x0 ∈

D(F ), y0 = F (x0).
Ïîñòðîèì îáúåêòû ω1, ω2, ϕ òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â çàìå÷àíèè 9.1.

Òîãäà ω2 ⊆ R(F ). Ñëåäîâàòåëüíî y0 ∈ int
(
R(F )

)
.

Òîãäà R(F ) ∈ τRN .
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 9.2 (Î äèôôåîìîðôèçìå). Ïóñòü: N ∈ N, r ∈ N; F : RN → RN , F -
îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ, D(F ) ∈ τRN , D(F ) 6= ∅; F - Cr-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, è ïóñòü
âåðíî, ÷òî:

∀x ∈ D(F )

(
D

Dx

F (x) 6= 0

)
.

Òîãäà F - Cr-äèôôåîìîðôèçì èç RN â RN .

Äîêàçàòåëüñòâî

Î÷åâèäíî: F : RN → RN , F - îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ, F - Cr-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü
y0 ∈ R(F ). Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà x0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: x0 ∈ D(F ),
y0 = F (x0).
Ïîñòðîèì îáúåêòû: ω1, ω2, ϕ, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â çàìå÷àíèè 9.1.
Ïóñòü y ∈ ω2. Òîãäà

F−1(y) ∈ D(F ), F−1
(
F (y)

)
;ϕ(y) ∈ ω1 ⊆ D(F ), F (ϕ(y)) = y.

Òàê êàê F - îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ, òî

F−1(y) = ϕ(y). (9.20)

Òîãäà:
F−1 ∈ Cr

(
ω2;RN ,RN

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî:
F−1 ∈ Cr

(
R(F );RN ,RN

)
.

Èòàê, F - Cr-äèôôåîìîðôèçì èç RN â RN .
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Òåîðåìà 9.3 (Î äèôôåîìîðôèçìå). Ïóñòü: N ∈ N, r ∈ N; F : RN → RN , D(F ) ∈
τRN , D(F ) 6= ∅; F - Cr-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, è ïóñòü ñïðàâåäëèâî:

∀x ∈ D(F )

(
D

Dx

F (x) 6= 0

)
. (9.21)

Òîãäà:

∀x0 ∈ D(F )∃ω(ω � îêðåñòíîñòü x0)
(
F
∣∣∣
ω
- Cr -äèôôåîìîðôèçì èç RN â RN

)
.

(9.22)

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü x0 ∈ D(F ). Îáîçíà÷èì: y0 = F (x0).
Ïîñòðîèì îáúåêòû: ω1, ω2, ϕ, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â çàìå÷àíèè 9.1.
Òàê êàê F - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå x0, òàê êàê y0 = F (x0), è òàê êàê ω2

- îêðåñòíîñòü òî÷êè y0, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ω òî÷êè x0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì:

ω ⊆ ω1, F [ω] ⊆ ω2.

Î÷åâèäíî, ÷òî: F
∣∣∣
ω

: RN → RN , D
(
F
∣∣∣
ω

)
∈ τRNr , D

(
F
∣∣∣
ω

)
6= ∅, F

∣∣∣
ω
- Cr-ãëàäêàÿ

ôóíêöèÿ, è âåðíî, ÷òî:

∀x ∈ D
(
F
∣∣∣
ω

)( D

Dx

F
∣∣∣
ω
6= 0

)
.

Ïóñòü: x1, x2 ∈ D
(
F
∣∣∣
ω
6= 0
)
, F
∣∣∣
ω

(x1) = F
∣∣∣
ω

(x2). Òîãäà: x1, x2 ∈ ω, F (x1) = F (x2).

Òàê êàê: x1 ∈ ω ⊆ ω1 ⊆ D(F ), x1 ∈ ω (íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ òàâòîëîãèþ, â
ïåðâîì ñëó÷àå ìû õîòèì îòìåòèòü, ÷òî x1 ïðèíàäëåæèò D(F ), à âî âòîðîì ñëó÷àå,
÷òî x1 ïðèíàäëåæèò ω), òî

F (x1) ∈ F [ω] . (9.23)

Òîãäà: F (x1) ∈ F [ω] ⊆ ω2.
Òàê êàê: F (x1) ∈ ω2; x1 ∈ ω ⊆ ω1, F (x1) = F (x1) (ñëîæíî ñïîðèòü ñ ýòèì); x2 ∈

ω ⊆ ω1, F (x2) = F (x1), òî (ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 9.1, à êîíêðåòíî ðåçóëüòàòó (9.18))
x1 = x2.

Èòàê, F
∣∣∣
ω
- îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî F
∣∣∣
ω
� Cr-äèôôåîìîðôèçì èç RN â RN .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Óòâåðæäåíèå 9.6 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: N ∈ N; F � C1-äèôôåîìîðôèçì
èç RN â RN .
Òîãäà:

∀A(A ∈ τRNr ∧ A ⊆ D(F )⇒ F [A] ∈ τRNr ), (9.24)

∀A
(
A ∈ τRNr ∧ A ∈ R(F )⇒ F−1 [A] ∈ τRNr

)
. (9.25)

75

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

https://vk.com/teachinmsu


ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÒÅÍÇÎÐÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ.×ÀÑÒÜ1.ËÅÊÖÈÈ•
ÁÀÄÜÈÍ ÀÍÄÐÅÉ ÂÀËÅÍÒÈÍÎÂÈ×

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Òåïåðü íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî âñÿêèé äèôôåîìîðôèçì óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó
ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö.

Óòâåðæäåíèå 9.7. Ïóñòü: N1, N2 ∈ N; F � C1-äèôôåîìîðôèçì èç RN1 â RN2.
Òîãäà N1 = N2.

Äîêàçàòåëüñòâî

Òàê êàê D(F ) 6= ∅, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: x0 ∈
D(F ).
Îáîçíà÷èì: y0 = F (x0).
Òîãäà:

Dy F
−1(y)

∣∣∣
y=y0
·Dx F (x)

∣∣∣
x=x0

= I1, (9.26)

Dx F (x)
∣∣∣
x=x0
·Dy F

−1(y)
∣∣∣
y=y0

= I2, (9.27)

ãäå I1 - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñ ðàçìåðàìèN1×N1, I2 - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñ ðàçìåðàìè
N2 ×N2.
Î÷åâèäíî (èç ñâîéñòâà ðàíãà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö), ÷òî:

N1 = rank(I1) = rank

(
Dy F

−1(y)
∣∣∣
y=y0
·Dx F (x)

∣∣∣
x=x0

)
≤ rank

(
Dy F

−1(y)
∣∣∣
y=y0

)
≤ N2.

(9.28)
Àíàëîãè÷íî (9.28) òîëüêî äëÿ I2, âûáèðàÿ äðóãîé ñîìíîæèòåëü, ïîëó÷èì, ÷òî

N2 ≤ N1. Òîãäà ñ ó÷¼òîì (9.26) èìååì N1 = N2.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 9.8 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: N1, N2 ∈ N, r ∈ N; F � C1-
äèôôåîìîðôèçì èç RN1 â RN2; A ⊆ RN1, D(F )

⋂
A - ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî.

Òîãäà F
∣∣∣
A
� C1-äèôôåîìîðôèçì èç RN1 â RN2.

Ñäåëàåì êîììåíòàðèé.
Ïîñêîëüêó F - äèôôåîìîðôèçì, òî èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ 9.7 ìû çíàåì,

÷òî îí ñîõðàíÿåò ðàçìåðíîñòü: N1 = N2, à çíà÷èò ÿêîáèàí ýòîé ôóíêöèè âñþäó
íåðàâåí íóëþ. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 9.1. Ïîñêîëüêó ëþáîé äèôôåî-
ìîðôèçì óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö, òî:

F [A] = F
[
D(F )

⋂
A
]
- ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî .

Òîãäà îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.

Óòâåðæäåíèå 9.9 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: N1, N2, N3 ∈ N, r ∈ N.

1) Ïóñòü: F1 � Cr-äèôôåîìîðôèçì èç RN1 â RN2, F2 : RN2 → RN3, F2 - Cr-
ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, D(F2 ◦ F1) - ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî.

Òîãäà F1 ◦ F1 - C
r-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

(Êîììåíòàðèé. Ïîñêîëüêó F1 - äèôôåîìîðôèçì, òî N1 = N2, òîãäà F1 [D(F2 ◦ F1)]
- ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî.)
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2) Ïóñòü: F1 � Cr-äèôôåîìîðôèçì èç RN1 â RN2; F2 � Cr-äèôôåîìîðôèçì èç
RN2 â RN3; D(F2 ◦ F1) - ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî.

Òîãäà F2 ◦ F1 � Cr-äèôôåîìîðôèçì èç RN1 â RN3.
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Ëåêöèÿ 10

Ñèñòåìû êîîðäèíàò

Êîîðäèíàòíàÿ êàðòà

Çàìå÷àíèå 10.1. Ïóñòü: K = {C,R,Q}; L - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K, N ∈ N,
dim(L) = N .
Ïóñòü e - áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L. Îáîçíà÷èì:

he(x) = [x] (e) ïðè x ∈ L. (10.1)

Òîãäà: he - îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ, D(he) = L, R(he) = KN ; ïðè÷¼ì îáðàòíàÿ ôóíê-
öèÿ èç êîîðäèíàê x̃k âîññòàíàâëèâàåò âåêòîð:

h−1e (x̃) = x̃kek ïðè x̃ ∈ KN . (10.2)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî he - ëèíåéíàÿ êîîðäèíàòíàÿ êàðòà (äàëåå áóäåì ãîâîðèòü
ïðîñòî êîîðäèíàòíàÿ êàðòà) â ïðîñòðàíñòâå L, ñîîòâåòñòâóþùàÿ áàçèñó e (â
ôèçèêå âìåñòî ýòîãî óïîòðåáëÿþò òåðìèí ¾ñèñòåìà êîîðäèíàò¿).

Ïóñòü e - áàçèñ â L; e′ - áàçèñ â L; x ∈ L, x̃ = he(e), ˜̃x = he′(x).
Òîãäà

x̃ = α(e, e′)˜̃x. (10.3)

Çàìå÷àíèå 10.2. Ïóñòü: K = {C,R,Q}, Q - àôèííîå ïðîñòðàíñòâî íàä K, N ∈ N,
dim(Q) = N (ïîä ðàçìåðíîñòüþ àôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ìû èìååì ââèäó ðàçìåð-

íîñòü àññîöèèðîâàííîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ~Q).

Ïóñòü: O ∈ Q, e - áàçèñ â ~Q.
Îáîçíà÷èì:

ho,e(p) =
[
~Op

]
(e) ïðè p ∈ Q, (10.4)

ãäå ho,e(p) - ñòîëáåö êîîðäèíàò òî÷êè p îòíîñèòåëüíî íà÷àëà îòñ÷¼òà O â áàçèñå

e, ~Op - ðàäèóñ âåêòîð òî÷êè p îòíîñèòåëüíî íà÷àëà îòñ÷¼òà O.
Òîãäà ho,e - îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ, D(ho,e) = Q, R(ho,e) = KN ;

(ho,e)
−1(x) = O ⊕

(
xkek

)
ïðè x ∈ KN , (10.5)

ãäå ho,e - àôèííàÿ êîîðäèíàòíàÿ êàðòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà÷àëó îòñ÷¼òà O è
áàçèñó e.

Ïîñìîòðèì, ÷òî áóäåò, åñëè èìåþòñÿ äâå ñèñòåìû îòñ÷¼òà.
Ïóñòü: O ∈ Q, e � áàçèñ â ~Q; O′ ∈ Q, e′ � áàçèñ â ~Q; p ∈ Q, x = ho,e(p), y = ho′,e′(p).
Òîãäà:

x =
[−→
Op
]

(e) =
[−−→
OO′ +

−→
O′p
]

(e) =
[−−→
OO′

]
(e) +

[−→
O′p
]

(e) =

=
[−−→
OO′

]
(e) + α(e, e′)

[−→
O′p
]

(e′) = ho,e(O
′) + α(e, e′)y. (10.6)

Èç (10.6) ìû âèäèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé òî÷êè îòñ÷¼òà â
äðóãóþ íîñèò íå ëèíåéíûé, à àôèííûé õàðàêòåð.
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Çàìå÷àíèå 10.3. Ïóñòü: M - ìíîæåñòâî, M 6= ∅.

1) Ïóñòü N ∈ N. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî h - êîîðäèíàòíàÿ êàðòà ðàçìåðíîñòè N
íà ìíîæåñòâå M , åñëè: h - îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ, D(h) ⊆ M , R(h) ∈ τRNr ,
R(h) 6= ∅.

2) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî h - êîîðäèíàòíàÿ êàðòà íà ìíîæåñòâåM , åñëè ∃N ∈ N
(h - êîîðäèíàòíàÿ êàðòà ðàçìåðíîñòè N íà ìíîæåñòâå M).

3) Ïóñòü: N1 ∈ N, h - êîîðäèíàòíàÿ êàðòà ðàçìåðíîñòè N1 íà ìíîæåñòâå M ;
N2 ∈ N, h - êîîðäèíàòíàÿ êàðòà ðàçìåðíîñòè N2 íà ìíîæåñòâå M .

Òîãäà N1 = N2.

4) Ïóñòü h - êîîðäèíàòíàÿ êàðòà íà ìíîæåñòâå M . Âûáåðåì îáúåêò N , óäî-
âëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì: N ∈ N, h - êîîðäèíàòíàÿ êàðòà ðàçìåðíîñòè N íà
ìíîæåñòâå M .

Îáîçíà÷èì: dim(h) = N .

Çàìå÷àíèå 10.4. Ïóñòü: M - ìíîæåñòâî, M 6= ∅.

1) Ïóñòü: h1, h2 - êîîðäèíàòíûå êàðòû íà ìíîæåñòâå M , p ∈ D(h1), p ∈ D(h2),
x = h1(p), y = h2(p).

Òîãäà:
x = h1(p) ∈ h1 [D(h2)] . (10.7)

Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â (10.7) àâòîìàòè÷åñêè
ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå D(h2)

⋂
D(h1).

Î÷åâèäíî, ÷òî p = h−11 (x). Òîãäà:

y = h2(p) = h2
(
h−11 (x)

)
=
(
h2 ◦ h−11

)
(x). (10.8)

2) Ïóñòü: h1, h2 - êîîðäèíàòíûå êàðòû íà ìíîæåñòâå M . Îáîçíà÷èì:

Wh2,h1 = h1 [D(h2)] . (10.9)

Òîãäà Wh2,h1 ⊆ Rdim(h1).

3) Ïóñòü: h1, h2 - êîîðäèíàòíûå êàðòû íà ìíîæåñòâå M . Îáîçíà÷èì:

ϕh2,h1 = h2 ◦ h−11 . (10.10)

Ôóíêöèÿ (10.10) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåõîäà îò êîîðäèíàòíîé êàðòû h1
ê êîîðäèíàòíîé êàðòå h2.

Òîãäà: ϕh2,h1 - îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ, è òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíî-
øåíèÿ:

D(ϕh2,h1) = Wh2,h1 , (10.11)

R(ϕh2,h1) = Wh1,h2 . (10.12)
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4) Ïóñòü: h1, h2 - êîîðäèíàòíàÿ êàðòà íà ìíîæåñòâå M . Òîãäà:

(ϕh2,h1)
−1 = ϕh1,h2 . (10.13)

Òåïåðü âûäåëèì ¾õîðîøèå¿ êîîðäèíàòíûå êàðòû, òî åñòü òå êàðòû, êîòîðûå ñî-
ãëàñîâàííûå äðóã ñ äðóãîì, äëÿ ýòîãî ââåä¼ì ïîíÿòèå ñîãëàñîâàííîñòè êîîðäèíàò-
íûõ êàðò.

Çàìå÷àíèå 10.5. Ïóñòü: M - ìíîæåñòâî, M 6= ∅.

1) Ïóñòü: h1, h2 - êîîðäèíàòíûå êàðòû íà ìíîæåñòâå M , r ∈ Z+ (íàïîìíèì,
÷òî ýòà çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî r ìîæåò áûòü ðàâíûì: íóëþ, íàòóðàëüíîìó
÷èñëó, +∞, ñèìâîëó àíàëèòè÷íîñòè), D(h1)

⋂
D(h2) = ∅.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî h1, h2 - C
r-ñîãëàñîâàííûå, åñëè dim(h1) = dim(h2).

2) Ïóñòü: h1, h2 - êîîðäèíàòíûå êàðòû íà ìíîæåñòâåM , r ∈ Z+, D(h1)
⋂
D(h2) 6=

∅.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî h1, h2 - C

r-ñîãëàñîâàííûå, åñëè:

Wh2,h1 ∈ τRdim (h1) , ϕh2,h1 ∈ Cr
(
Wh2,h1 ;Rdim (h1),Rdim (h2)

)
; (10.14)

Wh1,h2 ∈ τRdim (h2) , ϕh1,h2 ∈ Cr
(
Wh1,h2 ;Rdim (h2),Rdim (h1)

)
. (10.15)

3) Ïóñòü: h1, h2 - êîîðäèíàòíûå êàðòû íà ìíîæåñòâåM , r = 0, D(h1)
⋂
D(h2) 6=

∅.
Òîãäà: ϕh2,h1 � ãîìåîìîðôèçì èç Rdim (h1) â Rdim (h2),è âåðíû ñîîòíîøåíèÿ:

D(ϕh2,h1) ∈ τRdim (h1) , D(ϕh2,h1) 6= ∅; (10.16)

R(ϕh2,h1) ∈ τRdim (h2) , R(ϕh2,h1) 6= ∅. (10.17)

4) Ïóñòü: h1, h2 - êîîðäèíàòíûå êàðòû íà ìíîæåñòâå M , r ∈ N,
D(h1)

⋂
D(h2) 6= ∅.

Òîãäà: ϕh2,h1 - C
r-äèôôåîìîðôèçì èç Rdim (h1) â Rdim (h2), ïðè÷¼ì:

D(ϕh2,h1) ∈ τRdim (h1) , D(ϕh2,h1) 6= ∅; (10.18)

R(ϕh2,h1) ∈ τRdim (h2) , R(ϕh2,h1) 6= ∅. (10.19)

5) Ïóñòü: h1, h2 - êîîðäèíàòíûå êàðòû íà ìíîæåñòâåM , r = 0, D(h1)
⋂
D(h2) 6=

∅, h1, h2 - Cr-ñîãëàñîâàííûå.

Òîãäà dim(h1) = dim(h2).

Ïðè÷¼ì, âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî íå îïðåäåëåíèå, à ñëåäñòâèå äàííûõ ðàíåå îïðå-
äåëåíèé, êîòîðîå îïèðàåòñÿ íà òî, ÷òî ãîìåîìîðôèçì ñîõðàíÿåò ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà. Ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåò ðàçâèòèå îòäåëü-
íîé âåñüìà áîëüøîé òåîðèè, êîòîðàÿ ëåæèò çà ðàìêàìè äàííîãî êóðñà, òî
ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òàêèìè ñâîéñòâàìè áåç äîêàçàòåëüñòâ, íî âñÿêèé
ðàç áóäåì óêàçûâàòü, êàê ìîæíî áåç íèõ îáîéòèñü. Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî
îòäåëüíî ïîòðåáîâàòü òàêóþ ñîãëàñîâàííîñòü â îïðåäåëåíèè.
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6) Ïóñòü: h1, h2 - êîîðäèíàòíûå êàðòû íà ìíîæåñòâåM , r ∈ N, D(h1)
⋂
D(h2) 6=

∅, h1, h2 - Cr-ñîãëàñîâàííûå.

Òîãäà dim(h1) = dim(h2).

Ñëåäóþùèé ïóíêò ñëåäóåò èç ïóíêòîâ 1,5,6.

7) Ïóñòü: h1, h2 - êîîðäèíàòíûå êàðòû íà ìíîæåñòâå M , r ∈ Z+, h1, h2 - C
r-

ñîãëàñîâàííûå.

Òîãäà dim(h1) = dim(h2).

Çàìå÷àíèå 10.6. Ïóñòü: M - ìíîæåñòâî, M 6= ∅.

1) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Q - ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M ,
åñëè:

Q - ìíîæåñòâî ,∀h ∈ Q(h - êîîðäèíàòíàÿ êàðòà íà ìíîæåñòâå M).

2) Ïóñòü Q - ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M . Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî Q - ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò îäíîé ðàçìåðíîñòè, åñëè

∀h1 ∈ Q∀h2 ∈ Q(dim(h1) = dim(h2)).

3) Ïóñòü: Q - ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M ; N ∈ N.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Q - ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò ðàçìåðíîñòè N ,
åñëè

∀h ∈ Q(dim(h) = N).

4) Ïóñòü: Q - ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M ; N1 ∈ N, Q -
ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò ðàçìåðíîñòè N1; N2 ∈ N, Q - ìíîæåñòâî
êîîðäèíàòíûõ êàðò ðàçìåðíîñòè N2; Q 6= ∅.
Òîãäà N1 = N2.

5) Ïóñòü: Q - ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M , Q - ìíîæå-
ñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò îäíîé ðàçìåðíîñòè, Q 6= ∅. Âûáåðåì îáúåêò N ,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì: N ∈ N, Q - ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò
ðàçìåðíîñòè N .

Îáîçíà÷èì: dim(Q) = N .

Çàìå÷àíèå 10.7. Ïóñòü: M - ìíîæåñòâî, M 6= ∅; r ∈ Z+.

1) Ïóñòü Q - ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M . Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî Q - Cr-ãëàäêîå ìíîæåñòâî, åñëè:

∀h1 ∈ Q∀h2 ∈ Q(h1, h2 − Cr-ñîãëàñîâàííûå).

2) Ïóñòü Q1, Q2 - ìíîæåñòâà êîîðäèíàòíûé êàðò íà ìíîæåñòâå M . Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî Q1, Q2 - C

r-ñîãëàñîâàííûå, åñëè:

∀h1 ∈ Q1∀h2 ∈ Q2(h1, h2 − Cr-ñîãëàñîâàííûå)
81

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

https://vk.com/teachinmsu


ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÒÅÍÇÎÐÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ.×ÀÑÒÜ1.ËÅÊÖÈÈ•
ÁÀÄÜÈÍ ÀÍÄÐÅÉ ÂÀËÅÍÒÈÍÎÂÈ×

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

3) Ïóñòü: h - êîîðäèíàòíàÿ êàðòà íà ìíîæåñòâå M , Q - ìíîæåñòâî êîîðäè-
íàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî h,Q - Cr-ñîãëàñîâàííûå, åñëè:

∀h̃ ∈ Q
(
h, h̃− Cr-ñîãëàñîâàííûå

)
.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü íåêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ Cr-ñîãëàñîâàííîñòè
äâóõ êîîðäèíàòíûõ êàðò.

Óòâåðæäåíèå 10.1. Ïóñòü: M - ìíîæåñòâî, M 6= ∅; r ∈ Z+.
Ïóñòü äàëåå: Q - ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M ; h1, Q -

Cr-ñîãëàñîâàííûå; h2, Q - Cr-ñîãëàñîâàííûå; D(h1)
⋂
D(h2) ⊆

⋃
h∈Q

D(h); Q 6= ∅.

Òîãäà h1, h2 - C
r-ñîãëàñîâàííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî

Òàê êàê Q 6= ∅, òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: h0 ∈ Q.
Îáîçíà÷èì: N = dim(h0). Òîãäà N ∈ N.
Òàê êàê h1, h0 - C

r-ñîãëàñîâàííûå, òî dim(h1) = dim(h0).
Òîãäà dim(h1) = N .
Òàê êàê h2, h0 - C

r-ñîãëàñîâàííûå, òî dim(h2) = dim(h0).
Òîãäà dim(h2) = N .
Ïóñòü h ∈ Q. Òàê êàê h1, h - Cr-ñîãëàñîâàííûå, òî dim(h1) = dim(h).
Òîãäà dim(h) = dim(h1) = N .
Ïóñòü D(h1)

⋂
D(h2) = ∅. Òàê êàê dim(h1) = N = dim(h2), òî h1, h2 - Cr-

ñîãëàñîâàííûå.
Ïóñòü D(h1)

⋂
D(h2) 6= ∅.

Ïóñòü äàëåå: h ∈ Q, p0 ∈ D(h1)
⋂
D(h2)

⋂
D(h).

Òîãäà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî h1 [D(h2)
⋂
D(h)]:

h1

[
D(h2)

⋂
D(h)

]
= h1

[
h−1

[
h [D(h2)]

]]
=

=
(
h1 ◦ h−1

) [
h [D(h2)]

]
= ϕh1,h [Wh2,h ] (10.20)

Òàê êàê h, h1 - C
r-ñîãëàñîâàííûå, òî: ϕh1,h � ãîìåîìîðôèçì èç RNr â RNr , è âåðíî:

D(ϕh1,h) ∈ τRNr , D(ϕh1,h) 6= ∅, (10.21)

R(ϕh1,h) ∈ τRNr , R(ϕh1,h) 6= ∅. (10.22)

Òàê êàê h, h2 - C
r-ñîãëàñîâàííûå, òî Wh2,h ∈ τRNr .

Òîãäà:

h1

[
D(h2)

⋂
D(h)

]
∈ τRNr . (10.23)

Òàê êàê p0 ∈ D(h1), p0 ∈ D(h2)
⋂
D(h), òî

h1(p0) ∈ h1 [D(h2) ∧D(h)] . (10.24)
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Èòàê:
h1 [D(h2) ∧D(h)]− îêðåñòíîñòü òî÷êè h1(p0). (10.25)

Î÷åâèäíî, ÷òî:
h1 [D(h2) ∧D(h)] ⊆ h1 [D(h2)] = Wh2,h1 . (10.26)

Ïóñòü x0 ∈ Wh2,h1 . Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà p0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: p0 ∈
D(h1)

⋂
D(h2), x0 = h1(p0).

Òàê êàê p0 ∈ D(h1)
⋂
D(h2) ⊆

⋃
h∈Q

D(h), òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h, óäîâëåòâîðÿ-

þùàÿ óñëîâèÿì: h ∈ Q, p0 ∈ D(h).
Òîãäà:

h1

[
D(h2)

⋂
D(h)

]
− îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, (10.27)

h1

[
D(h2)

⋂
D(h)

]
⊆ Wh2,h1 . (10.28)

Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ int (Wh2,h1).
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷êè x0 ∈ Wh2,h1 ïîëó÷àåì, ÷òî Wh2,h1 ∈ τRNr .
Ïóñòü x0 ∈ Wh2,h1 . Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà p0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: p0 ∈

D(h1)
⋂
D(h2), x0 = h1(p0).

Òàê êàê p0 ∈ D(h1)
⋂
D(h2) ⊆

⋃
h∈Q

D(h), òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h, óäîâëåòâîðÿ-

þùàÿ óñëîâèÿì: h ∈ Q, p0 ∈ D(h).
Òîãäà:

h1

[
D(h2)

⋂
D(h)

]
− îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, (10.29)

h1

[
D(h2)

⋂
D(h)

]
⊆ Wh2,h1 . (10.30)

Ïóñòü x ∈ h1 [D(h2)
⋂
D(h)].

Òîãäà:

ϕh2,h1(x) = h2
(
h−11 (x)

)
= h2

(
h−1
(
h
(
h−11 (x)

)))
=

=
(
h2 ◦ h−1

)((
h ◦ h−11

)
(x)
)

= ϕh2,h

(
ϕh,h1(x)

)
. (10.31)

Òàê êàê h1, h - Cr-ñîãëàñîâàííûå, è òàê êàê D(h1)
⋂
D(h) 6= ∅, òî: ϕh,h1 � Cr-

äèôôåîìîðôèçì èç RN â RN , è:

D(ϕh,h1) ∈ τRNr , D(ϕh,h1) 6= ∅, (10.32)

R(ϕh,h1) ∈ τRNr , R(ϕh,h1) 6= ∅. (10.33)

Òàê êàê h2, h - C
r-ñîãëàñîâàííûå,D(h2)

⋂
D(h) 6= ∅, òî: ϕh2,h � Cr-äèôôåîìîðôèçì

èç RN â RN , è:

D(ϕh2,h) ∈ τRNr , D(ϕh2,h) 6= ∅, (10.34)

R(ϕh2,h) ∈ τRNr , R(ϕh2,h) 6= ∅. (10.35)
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Î÷åâèäíî, ÷òî:

h1

[
D(h2)

⋂
D(h)

]
⊆ D(ϕh,h1), (10.36)

ϕh,h1

[
h1

[
D(h2)

⋂
D(h)

]]
⊆ D(ϕh2,h). (10.37)

Òîãäà:

ϕh2,h1 ∈ Cr
(
h1

[
D(h2)

⋂
D(h)

]
;RNr ,RNr

)
. (10.38)

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷êè x0 ∈ Wh2,h1 ïîëó÷àåì, ÷òî
ϕh2,h1 ∈ Cr

(
Wh2,h1 ;RNr ,RNr

)
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî:

Wh1,h2 ∈ τRNr , ϕh1,h2 ∈ Cr
(
Wh1,h2 ;RNr ,RNr

)
.

Òîãäà h1, h2 - C
r-ñîãëàñîâàííûå.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Ëåêöèÿ 11

Ñèñòåìû êîîðäèíàò

Êîîðäèíàòíàÿ êàðòà (Ïðîäîëæåíèå)

Òåïåðü îáñóäèì, êàê ê íåêîìó Cr-ãëàäêîìó ìíîæåñòâó êîîðäèíàòíûõ êàðò ïîä-
êëåèòü äðóãèå ìíîæåñòâà êîîðäèíàòíûõ êàðò.

Óòâåðæäåíèå 11.1. Ïóñòü: r ∈ Z+; M � ìíîæåñòâî, M 6= ∅; Q1 - Cr-ãëàäêîå
ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M , Q2 - Cr-ãëàäêîå ìíîæåñòâî
êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M .
Ïóñòü: Q1,0 ⊆ Q1; Q2, Q1,0 - C

r-ñîãëàñîâàííûå, ïðè÷¼ì⋃
h∈Q1

D(h) ⊆
⋃

h∈Q1,0

D(h).

Òîãäà Q1

⋃
Q2 - C

r-ãëàäêîå ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M .

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü: Q1,0 = ∅. Òàê êàê: ⋃
h∈Q2

D(h) ⊆
⋃

h∈Q1,0

D(h), (11.1)

òî Q2 = ∅. Òîãäà Q1

⋃
Q2 = Q1. Ñëåäîâàòåëüíî Q1

⋃
Q2 - Cr-ãëàäêîå ìíîæåñòâî

êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M .
Ïóñòü Q1,0 6= ∅. Òîãäà h ∈ Q1 ∨ h ∈ Q2.
Ïóñòü h ∈ Q1. Òàê êàê Q1 - C

r-ãëàäêîå ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæå-
ñòâå M , Q1,0 ⊆ Q1, òî h,Q1,0 - C

r-ñîãëàñîâàííûå.
Ïóñòü h ∈ Q2. Òàê êàê Q2, Q1,0 - C

r-ñîãëàñîâàííûå, òî h,Q1,0 - C
r-ñîãëàñîâàííûå.

Èòàê, â îáîèõ âàðèàíòàõ ïîëó÷èëè, ÷òî h,Q1,0 - C
r-ñîãëàñîâàííûå.

Ïóñòü h1, h2 ∈ Q1

⋃
Q2. Òîãäà:

(h1 ∈ Q1 ∧ h2 ∈ Q1) ∨
(
h1 ∈

(
Q1

⋃
Q2

)
∧ h2 ∈ Q2

)
∨
(
h2 ∈ Q2 ∧ h1 ∈

(
Q1

⋃
Q2

))
.

(11.2)
Ðàññìîòðèì îòäåëüíî êàæäûé èç òð¼õ âàðèàíòîâ â (11.2).
Ïóñòü h1, h2 ∈ Q1. Òàê êàê Q1 - Cr-ãëàäêîå ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà

ìíîæåñòâå M , òî h1, h2 - C
r-ñîãëàñîâàííûå.

Ïóñòü h1 ∈ (Q1

⋃
Q2), h2 ∈ Q2. Òîãäà:

D(h1)
⋂

D(h2) ⊆ D(h2) ⊆
⋃
h∈Q2

D(h) ⊆
⋃

h∈Q1,0

D(h), (11.3)

h1, Q1,0 - C
r-ñîãëàñîâàííûå; h2, Q1,0 - C

r-ñîãëàñîâàííûå; Q1,0 6= ∅.
Ñëåäîâàòåëüíî (ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 10.1) h1, h2 - C

r-ñîãëàñîâàííûå.
Ïóñòü: h1 ∈ Q2, h2 ∈ (Q1

⋃
Q2). Àíàëàãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ïîëó÷àåì, ÷òî

h1, h2 - C
r-ñîãëàñîâàííûå.
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Èòàê, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé èç âàðèàíòîâ (11.2) ðåàëèçîâàí, èìååì h1, h2
- Cr-ñîãëàñîâàííûå.
Òîãäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ýòèõ êîîðäèíàòíûõ êàðò ïîëó÷àåì, ÷òî

Q1

⋃
Q2 - C

r-ãëàäêîå ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M .
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 11.2. Ïóñòü: r ∈ Z+, M � ìíîæåñòâî, M 6= ∅; Q1 - Cr-ãëàäêîå
ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M , Q2 - ìíîæåñòâî êîîðäèíàò-
íûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M .
Ïóñòü: Q1, Q2 - Cr-ñîãëàñîâàííûå, è ïóñòü Q2 íàêðûâàåò Q1, òî åñòü ïóñòü

âåðíî, ÷òî: ⋃
h∈Q2

D(h) ⊆
⋃
h∈Q1

D(h). (11.4)

Òîãäà Q1

⋃
Q2 - C

r-ãëàäêîå ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M .

Ýòî óòâåðæäåíèå áîëåå ñëàáîå, ÷åì ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå 11.1. Îíî íàïðÿ-
ìóþ ñëåäóåò èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî, ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ
çäåñü íå áóäåò ïðèâåäåíî.
Ââåä¼ì òåïåðü ïîíÿòèå Cr-ãëàäêîãî êîîðäèíàòíîãî àòëàñà íà ìíîæåñòâå M .

Ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ

Ñâîéñòâà êîîðäèíàòíîãî àòëàñà

Îïðåäåëåíèå 11.1. Ïóñòü: r ∈ Z+; M � ìíîæåñòâî, M 6= ∅.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî µ - Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M ,

åñëè:

1) µ - Cr-ãëàäêîå ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M ;

2)
⋃
h∈µ

D(h) = M .

Èçó÷èì âîïðîñ ïîäêëåèâàíèÿ ê àòëàñó íîâûõ êîîðäèíàòíûõ êàðò.

Óòâåðæäåíèå 11.3. Ïóñòü: r ∈ Z+, M � ìíîæåñòâî, M 6= ∅; µ - Cr-ãëàäêèé
êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , Q - ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà
ìíîæåñòâå M .
Ïóñòü: µ0 ⊆ µ; Q, µ0 - Cr-ñîãëàñîâàííûå; è ïóñòü ìíîæåñòâî µ0 íàêðûâàåò

ìíîæåñòâî Q, òî åñòü: ⋃
h∈Q

D(h) ⊆
⋃
h∈µ0

D(h). (11.5)

Òîãäà µ
⋃
Q - Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî íàïðÿìóþ èç îïðåäåëåíèÿ
àòëàñà.
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Óòâåðæäåíèå 11.4 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: r ∈ Z+; M � ìíîæåñòâî,
M 6= ∅; µ - Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , Q - ìíîæåñòâî
êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M .
Ïóñòü: µ0 ⊆ µ; Q, µ0 - C

r-ñîãëàñîâàííûå;
⋃
h∈µ0

D(h) = M .

Òîãäà µ
⋃
Q - Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M .

Óòâåðæäåíèå 11.5 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: r ∈ Z+; M � ìíîæåñòâî,
M 6= ∅; µ - Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , Q - ìíîæåñòâî
êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M .
Ïóñòü: Q, µ - Cr-ñîãëàñîâàííûå.
Òîãäà µ

⋃
Q - Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M .

Cr-ñîãëàñîâàííîñòü àòëàñà ñ ñàìèì ñîáîé î÷åâèäíà, êàê è î÷åâèäíà êîììóòàòèâ-
íîñòü îòíîøåíèÿ Cr-ñîãëàñîâàííîñòè. Âûÿñíèì, ÿâëÿåòñÿ ëè Cr-ñîãëàñîâàííîñòü
òðàíçèòèâíîé.

Óòâåðæäåíèå 11.6. Ïóñòü: r ∈ Z+; M � ìíîæåñòâî, M 6= ∅; µ1, µ2, µ3 - Cr-
ãëàäêèå êîîðäèíàòíûå àòëàñû íà ìíîæåñòâå M , µ1, µ2 - C

r-ñîãëàñîâàííûå, µ2, µ3

- Cr-ñîãëàñîâàííûå.
Òîãäà µ1, µ3 - C

r-ñîãëàñîâàííûå.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî äëÿ ïðîñòûõ Cr-ãëàäêèõ ìíîæåñòâ, îíî
ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ Cr-ãëàäêèõ àòëàñîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî

Òàê êàê: µ1 - C
r-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , òàê êàê µ2 - ìíî-

æåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M , µ1, µ2 - C
r-ñîãëàñîâàííûå, òî µ1

⋃
µ2

- Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M .
Òàê êàê µ1

⋃
µ2 - C

r-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , òàê êàê µ3 -
ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M , è òàê êàê:

µ2 ⊆
(
µ1

⋃
µ2

)
,
⋃
h∈µ2

D(h) = M, (11.6)

ïðè÷¼ì µ3, µ2 - C
r-ñîãëàñîâàííûå, òî µ1

⋃
µ2

⋃
µ3 - C

r-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ
íà ìíîæåñòâå M .
Òîãäà µ1, µ3 - C

r-ñîãëàñîâàííûå.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Òî åñòü, äëÿ Cr-ãëàäêèõ àòëàñîâ îòíîøåíèå Cr-ñîãëàñîâàííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíî-

øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 11.2. Ïóñòü: M � ìíîæåñòâî, M 6= ∅; µ - C0-ãëàäêèé àòëàñ íà
ìíîæåñòâå M .
Îáîçíà÷èì:

R∗(µ) =
{
r : r ∈ Z+ ∧ (µ− Cr − ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M)

}
.

(11.7)
Òîãäà: R∗(µ) ⊆ Z+, R∗(µ) 6= ∅.
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Çàìåòèì, ÷òî Z+ - ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, çíà÷èò åñëè êàêîå-ëèáî
åãî ïîäìíîæåñòâî èìååò íàèáîëüøèé ýëåìåíò, òî îí îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
Åñëè R∗(µ) - îãðàíè÷åíî, òî îíî ñîäåðæèò ñâîé íàèáîëüøèé ýëåìåíò, åñëè æå
R∗(µ) - íåîãðàíè÷åíî, òî åãî íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì ìîæåò áûòü ëèáî ¾+∞¿,
ëèáî ñèìâîë àíàëèòè÷íîñòè. Ïðè÷¼ì â ëþáîì èç ýòèõ âàðèàíòîâ, R∗(µ) áóäåò
ñîäåðæàòü â ñåáå ñâîé íàèáîëüøèé ýëåìåíò.
Îáîçíà÷èì:

r∗(µ) = max (R∗(µ)). (11.8)

Òîãäà r∗(µ) ∈ Z+.

Óòâåðæäåíèå 11.7 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: r ∈ Z+; M � ìíîæåñòâî, M 6=
∅; µ - Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M .
Òîãäà ñóùåñòâóåò îáúåêò h óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

1) h - êîîðäèíàòíàÿ êàðòà íà ìíîæåñòâå M ;

2) h, µ - Cr-ñîãëàñîâàííûå;

3) ∀r̃
(
r̃ ∈ Z+ ∧ r̃ > r

)
(h, µ íå ÿâëÿþòñÿ Cr-ñîãëàñîâàííûìè).

Ìàêñèìàëüíûé Cr-ãëàäêèé àòëàñ

Îïðåäåëåíèå 11.3. Ïóñòü: r ∈ Z+; M � ìíîæåñòâî, M 6= ∅.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî µ - ìàêñèìàëüíûé Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíî-

æåñòâå M , åñëè:

1) µ - Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M ;

2) Äëÿ ëþáîãî îáúåêòà µ̃, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì: µ̃ - Cr-ãëàäêèé êîîðäè-
íàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , µ ⊆ µ̃, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå: µ̃ = µ.

Òåïåðü îáñóäèì ñâîéñòâà ìàêñèìàëüíûõ êîîðäèíàòíûõ àòëàñîâ.

Óòâåðæäåíèå 11.8. Ïóñòü: r ∈ Z+;M � ìíîæåñòâî,M 6= ∅; µ1 - ìàêñèìàëüíûé
Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâåM , µ2 - ìàêñèìàëüíûé C

r-ãëàäêèé
êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , µ1, µ2 - C

r-ñîãëàñîâàííûå.
Òîãäà µ1 = µ2.

Äîêàçàòåëüñòâî

Òàê êàê µ1 - C
r-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , µ2 - ìíîæåñòâî

êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M , µ2, µ1 - Cr-ñîãëàñîâàííûå, òî µ1

⋃
µ2 - Cr-

ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M .
Òàê êàê µ1 - ìàêñèìàëüíûé Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M ,

µ1

⋃
µ2 - C

r-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâåM , µ1 ⊆ µ1

⋃
µ2, òî µ1

⋃
µ2 =

µ1.
Òîãäà µ2 ⊆ µ1. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî µ1 ⊆ µ2.
Èòàê, µ1 = µ2.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Óòâåðæäåíèå 11.9 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: r ∈ Z+; M � ìíîæåñòâî, M 6=
∅; µ - Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , µ1, µ2 - ìàêñèìàëüíûå
Cr-ãëàäêèå êîîðäèíàòíûå àòëàñû íà ìíîæåñòâå M , µ ⊆ µ1, µ ⊆ µ2.
Òîãäà µ1 = µ2.

Äîêàçàòü äàííîå óòâåðæäåíèå âåñüìà ïðîñòî, íóæíî òîëüêî ó÷åñòü òðàíçèòèâ-
íîñòü îòíîøåíèÿ Cr-ñîãëàñîâàííîñòè ó êîîðäèíàòíûõ àòëàñîâ (òîãä èç îïðåäåëå-
íèÿ ìàêñèìàëüíîãî àòëàñà âûéäåò, òî µ, µ1, µ2 - C

r-ñîãëàñîâàííûå) è ïðåäûäóùåå
óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 11.10 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: r ∈ Z+; M � ìíîæåñòâî,
M 6= ∅; µ1 - C

r-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , µ̃1 - ìàêñèìàëü-
íûé Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , µ1 ⊆ µ̃1; µ2 - C

r-ãëàäêèé
êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , µ̃2 - ìàêñèìàëüíûé Cr-ãëàäêèé êîîðäè-
íàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , µ2 ⊆ µ̃2; µ1, µ2 - C

r-ñîãëàñîâàííûå.
Òîãäà µ̃1 = µ̃2.

Ó íàñ åñòü åäèíñòâåííîñòü ìàêñèìàëüíîãî êîîðäèíàòíîãî àòëàñà, òåïåðü íàì íóæ-
íî äîêàçàòü åãî ñóùåñòâîâàíèå.

Îïðåäåëåíèå 11.4. Ïóñòü: r ∈ Z+; M � ìíîæåñòâî, M 6= ∅; µ - Cr-ãëàäêèé
êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M .
Îáîçíà÷èì:

MA (µ, r) = {h : (h− êîîðäèíàòíàÿ êàðòà íà ìíîæåñòâå M) ∧
∧ (h, µ− Cr-ñîãëàñîâàííûå)} . (11.9)

Óòâåðæäåíèå 11.11. Ïóñòü: r ∈ Z+; M � ìíîæåñòâî, M 6= ∅; µ - Cr-ãëàäêèé
êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M .
Òîãäà: MA (µ, r) - ìàêñèìàëüíûé Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæå-

ñòâå M , µ ⊆MA (µ, r).

Äîêàçàòåëüñòâî

Î÷åâèäíî: MA (µ, r)- ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M .
Ïóñòü h ∈ µ. Òîãäà h - êîîðäèíàòíàÿ êàðòà íà ìíîæåñòâåM , h, µ - Cr-ñîãëàñîâàííûå.

Ñëåäîâàòåëüíî h ∈MA (µ, r).
Òîãäà µ ⊆MA (µ, r).
Ïóñòü: h1 ∈ µ, h2 ∈MA (µ, r). Òàê êàê h2 ∈MA (µ, r), òî h, µ - Cr-ñîãëàñîâàííûå.
Òàê êàê h1 ∈ µ, òî h1, h2 - Cr-ñîãëàñîâàííûå.
Òîãäà µ,MA (µ, r) - Cr-ñîãëàñîâàííûå. Òàê êàê µ - Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé

àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , MA (µ, r)- ìíîæåñòâî êîîðäèíàòíûõ êàðò íà ìíîæåñòâå M ,
µ,MA (µ, r) - Cr-ñîãëàñîâàííûå, òî µ

⋃
MA (µ, r) - Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ

íà ìíîæåñòâå M .
Òàê êàê µ ⊆ MA (µ, r), òî MA (µ, r)- Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæå-

ñòâå M . Ïóñòü µ̃ - Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , MA (µ, r) ⊆ µ̃.
Ïóñòü h ∈ µ̃. Òàê êàê µ ⊆MA (µ, r) ⊆ µ̃, òî h, µ - Cr-ñîãëàñîâàííûå.
Òîãäà h ∈MA (µ, r). Ñëåäîâàòåëüíî µ̃ ⊆MA (µ, r). Èòàê, µ̃ = MA (µ, r).
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Òîãäà MA (µ, r)- ìàêñèìàëüíûé Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå
M .
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 11.12 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: r ∈ Z+; M � ìíîæåñòâî,
M 6= ∅; µ - ìàêñèìàëüíûé Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M .
Òîãäà r∗(µ) = r.

Óêàæåì íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì íóæíî ðàññóæäàòü, ÷òîáû äîêàçàòü äàííîå óòâåð-
æäåíèå.
Èç òîãî, ÷òî µ - ìàêñèìàëüíûé Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâåM ,

èìååì, ÷òî r∗(µ) ≥ r.
Ïóñòü r < r∗(µ), è ïóñòü h, µ - Cr-ñîãëàñîâàííûå, íî h íå ìîæåò áûòü ñîãëàñîâàíî ñ

µ â áîëüøåì ïîðÿäêå, ÷åì r. Òàê êàê h, µ - Cr-ñîãëàñîâàííûå, òî {h}
⋃
µ = µ, òî âåäü

òîãäà h íå ñîãëàñîâàíà ñ êàêîé-íèáóäü êîîðäèíàòíîé êàðòîé èç µ â ïîðÿäêå r∗(µ),
÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ r∗(µ). Çíà÷èò ïðåäïîëîæåíèå r∗(µ) > r - íåâåðíî.
Òîãäà r∗(µ) = r.
Òåïåðü ìû, íàêîíåö, ìîæåì ïåðåéòè ê ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèÿì.

Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå (×àñòü 1)

Ïîíÿòèå ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ

Èòàê, ìû ââåëè ïîíÿòèÿ ãëàäêîãî è ìàêñèìàëüíîãî ãëàäêîãî êîîðäèíàòíûõ àòëà-
ñîâ. Íî, ðàáîòàòü ñ ìàêñèìàëüíûìè ãëàäêèìè êîîðäèíàòíûìè àòëàñàìè, êîòîðûå
âõîäÿò â îïðåäåëåíèå ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, çà÷àñòóþ íåóäîáíî. Ïîýòîìó íàðÿäó
ñ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì, äëÿ óäîáñòâà, ââåä¼ì åù¼ òåðìèí ¾ãëàäêîå êâàçèìíîãî-
îáðàçèå¿ (ýòî ïîíÿòèå áóäåò øèðå).

Îïðåäåëåíèå 11.5. Ïóñòü: r ∈ Z+.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (M,µ) - Cr-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå, åñëè:

1) M - ìíîæåñòâî;

2) M 6= ∅;

3) µ - Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M .

Îáîçíà÷èì:
dim ((M,µ)) = dim (µ); r∗((M,µ)) = r∗(µ). (11.10)

Îïðåäåëåíèå 11.6. Ïóñòü: r ∈ Z+.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (M,µ) - Cr-ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, åñëè:

1) M - ìíîæåñòâî;

2) M 6= ∅;

3) µ - ìàêñèìàëüíûé Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M .

Äëÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òàêèìè æå îáîçíà÷åíèÿìè (11.10).

Òåïåðü îáñóäèì îïåðàöèè ñ ìíîãîîáðàçèÿìè è êâàçèìíîãîîáðàçèÿìè, êîòîðûå
ìîæíî ââåñòè.
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Îïåðàöèè ñ ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè

Çàìå÷àíèå 11.1. Ïóñòü: r ∈ Z+, m ∈ N; (M1, µ1) - Cr-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðà-
çèå, N1 ∈ N,dim ((M1, µ1)) = N1;. . . ;(Mm, µm) - Cr-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå,Nm ∈
N,dim ((Mm, µm)) = Nm.
Ïóñòü: h1 ∈ µ1, . . . , hm ∈ µm.
Îáîçíà÷èì:

(h1 ⊗ . . .⊗ hm)(p1, . . . , pm) =

=
(
h 1
1 (p1), . . . , h

N1
1 (p1), h

1
2 (p2), . . . , h

N2
2 (p2), . . . , h

1
m(pm), . . . , hNmm (pm)

)T
(11.11)

ïðè p1 ∈ D(h1), . . . , pm ∈ D(hm).
Òîãäà: (h1 ⊗ . . .⊗ hm) - êîîðäèíàòíàÿ êàðòà íà ìíîæåñòâå M1 × . . .×Mm,

dim (h1 ⊗ . . .⊗ hm) = N1 + . . .+Nm. (11.12)

Îáîçíà÷èì:

µ1⊗̃ . . . ⊗̃µm = {h1 ⊗ . . .⊗ hm : h1 ∈ µ1 ∧ . . . ∧ hm ∈ µm} . (11.13)

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî: µ1⊗̃ . . . ⊗̃µm - Cr-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíî-
æåñòâå M1 × . . .×Mm,

dim
(
µ1⊗̃ . . . ⊗̃µm

)
= N1 + . . .+Nm. (11.14)

Îáîçíà÷èì:

(M1, µ1)⊗̃ . . . ⊗̃(Mm, µm) =
(
M1 × . . .×Mm, µ1⊗̃ . . . ⊗̃µm

)
(11.15)

Òîãäà: (M1, µ1)⊗̃ . . . ⊗̃(Mm, µm) - Cr-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå, ïðè÷¼ì

dim
(
(M1, µ1)⊗̃ . . . ⊗̃(Mm, µm)

)
= N1 + . . .+Nm. (11.16)

Ïðîèçâåäåíèå (11.15), äàæå åñëè â êà÷åñòâå ñîìíîæèòåëåé áóäóò ãëàäêèå ìíî-
ãîîáðàçèÿ, äàñò â ðåçóëüòàòå ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå, ïîòîìó ÷òî â í¼ì áó-
äóò êîîðäèíàòíûå êàðòû ñïåöèàëüíîãî âèäà, à íå âñåâîçìîæíûå. Äëÿ òîãî, ÷òî-
áû â ðåçóëüòàòå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãîîáðàçèé ïîëó÷àëîñü ìíîãîîáðàçèå íåîáõîäèìî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîöåäóðîé ðàñøèðåíèÿ ãëàäêîãî êîîðäèíàòíîãî àòëàñà äî ìàêñè-
ìàëüíîãî ãëàäêîãî êîîðäèíàòíîãî àòëàñà (11.9), òîëüêî íóæíî âûáðàòü, äî êàêîé
ãëàäêîñòè íóæíî ðàñøèðÿòü àòëàñ.
Îáîçíà÷èì:

µ1 ⊗ . . .⊗ µm = MA

(
µ1⊗̃ . . . ⊗̃µm, min

k=1,m
(r∗(µk))

)
. (11.17)

Òîãäà: µ1 ⊗ . . . ⊗ µm - C
min
k=1,m

(r∗(µk))
-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå

M1 × . . .×Mm, ïðè÷¼ì

dim (µ1 ⊗ . . .⊗ µm) = N1 + . . .+Nm. (11.18)
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Îáîçíà÷èì:

(M1, µ1)⊗ . . .⊗ (Mm, µm) = (M1 × . . .×Mm, µ1 ⊗ . . .⊗ µm). (11.19)

Òîãäà: (M1, µ1)⊗ . . .⊗ (Mm, µm) - C
min
k=1,m

(r∗(µk))
-ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, ïðè÷¼ì

dim ((M1, µ1)⊗ . . .⊗ (Mm, µm)) = N1 + . . .+Nm. (11.20)

Äàëåå â êóðñå ìû ïîêàæåì, ÷òî êîîðäèíàòíûé àòëàñ èíäóöèðóåò òîïîëîãèþ, è
èçó÷èì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ýòîé òîïîëîãèè.
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Ëåêöèÿ 12

Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå (×àñòü 2)

Òîïîëîãèÿ íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè

Äàäèì áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå äëÿ êâàçèìíîãîîáðàçèé, ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå
- ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé êâàçèìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïóñòü: (M,µ) - C0-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå, N ∈ N, dim ((M,µ)) =
N .

1) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A - îòêðûòîå ìíîæåñòâî â (M,µ), åñëè: A ⊆M , ∀h ∈
µ(h [A] ∈ τRNr ).

2) Îáîçíà÷èì ÷åðåç τµ ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå
(M,µ).

Ïåðåä òåì, êàê äîêàçàòü, ÷òî ââåä¼ííûå îïðåäåëåíèÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ äåé-
ñòâèòåëüíî îáðàçóþò òîïîëîãèþ ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíûå óòâåð-
æäåíèÿ.
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îòêðûòîñòè ìíîæåñòâà

Óòâåðæäåíèå 12.1. Ïóñòü: (M,µ) - C0-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå, N ∈ N, dim ((M,µ)) =
N .
Ïóñòü: Q ⊆MA (µ, 0), A ⊆

⋃
h∈Q

D(h), ïðè÷¼ì

∀h ∈ Q(h [A] ∈ τRNr ).

Òîãäà A ∈ τµ.

Äîêàçàòåëüñòâî

Î÷åâèäíî, ÷òî:

A ⊆
⋃
h∈Q

D(h) ⊆M. (12.1)

Ïóñòü: h ∈ µ, h0 ∈ Q. Òîãäà:

h
[
A
⋂

D(h0)
]

= h
[
h−10 [h0 [A]]

]
=
(
h ◦ h−10

)
[h0 [A]] = ϕh,h0(h0 [A]). (12.2)

Òàê êàê h0 ∈ Q, òî h0 [A] ∈ τRNr . Òàê êàê ϕh,h0 � ãîìåîìîðôèçì èç RNr â RNr ,
D(ϕh,h0) ∈ τRNr , R(ϕh,h0) ∈ τRNr , òî h [A

⋂
D(h0)] ∈ τRNr .

Ïóñòü h ∈ µ. Ïóñòü x0 ∈ h [A].
Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà p0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: p0 ∈ (A

⋂
D(h)), x0 =

h(p0).
Òàê êàê po ∈ A, òî ñóùåñòâóåò êîîðäèíàòíàÿ êàðòà h0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâè-

ÿì: h0 ∈ Q, p0 ∈ D(h0).
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî h [A

⋂
D(h0)]. Òàê êàê: h ∈ µ, h0 ∈ Q, òî h [A

⋂
D(h0)] ∈

τRNr . Òàê êàê: p0 ∈ D(h), p0 ∈ (A
⋂
D(h0)), òî x0 ∈ h [A

⋂
D(h0)]. Èòàê, h [A

⋂
D(h0)]

- îêðåñòíîñòü òî÷êè x0.
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Î÷åâèäíî, ÷òî: h [A
⋂
D(h0)] ⊆ h [A].

Òîãäà x0 ∈ int (h [A]).
Ñëåäîâàòåëüíî (ïîñêîëüêó òî÷êà x0 ∈ h [A] áûëà âûáðàíà ïðîèçâîëüíî) h [A] ∈

τRNr . Òîãäà, â ñèëó òîãî, ÷òî êîîðäèíàòíàÿ êàðòà h ∈ µ áûëà âûáðàíà ïðîèçâîëüíî,
ïîëó÷àåì, ÷òî A ∈ τµ.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 12.2 (×àñòíûé ñëó÷àé). Ïóñòü: (M,µ) - C0-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîá-
ðàçèå, N ∈ N, dim ((M,µ)) = N.
Ïóñòü: h ∈MA (µ, 0), A ⊆ D(h), h [A] ∈ τRNr .
Òîãäà A ∈ τµ.

Ýòî óòâåðæäåíèå íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî.

Óòâåðæäåíèå 12.3 (Åäèíñòâåííîñòü òàêîé òîïîëîãèè). Ïóñòü: M � ìíîæåñòâî,
M 6= ∅; µ1, µ2 - C0-ãëàäêèå êîîðäèíàòíûå àòëàñû íà ìíîæåñòâå M , µ1, µ2 - C0-
ñîãëàñîâàííûå.
Òîãäà τµ1 = τµ2.

Äîêàçàòåëüñòâî

Îáîçíà÷èì:N = dim(µ1). Òàê êàê µ1,MA (µ, 0) - C0-ñîãëàñîâàííûå, òî dim (MA (µ1, 0)) =
N . Òàê êàê µ1, µ2 - C

0-ñîãëàñîâàííûå, òî dim(µ2) = N . Òàê êàê µ2,MA (µ2, 0) - C0-
ñîãëàñîâàííûå, òî dim (MA (µ2, 0)) = N .
Ïóñòü A ∈ τµ1 . Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì 12.1, ãäå â êà÷åñòâå Q ⊆

MA (µ2, 0) âîçüì¼ì µ1,
Òàê êàê µ1, µ2 - C

0-ñîãëàñîâàííûå, òîMA (µ1, 0) = MA (µ2, 0). Òîãäà: µ1 ⊆MA (µ1, 0) =
MA (µ2, 0).
Òàê êàê A ∈ τµ1 , òî∀h ∈ µ1(h [A] ∈ τRNr ).
Òîãäà A ∈ τµ2 . Ïóñòü A ∈ τ2. Àíàëàãè÷íî ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî èç ýòîãî ñëåäóåò:

A ∈ τµ1 .
Èòàê, τµ1 = τµ2 .
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ íàìè τµ äåéñòâèòåëüíî òîïîëîãèÿ.

Óòâåðæäåíèå 12.4. Ïóñòü:(M,µ) - C0-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå, N ∈ N, dim ((M,µ)) =
N.
Òîãäà τµ - òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå M .

Äîêàçàòåëüñòâî

Î÷åâèäíî, ÷òî: τµ ⊆ P (M).
Î÷åâèäíî, ÷òî M ⊆M . Ïóñòü h ∈ µ. Òîãäà:

h [M ] = R(h) ∈ τRNr . (12.3)

Ñëåäîâàòåëüíî, M ∈ τµ.
Ïóñòü A,B ∈ τµ. Òîãäà A

⋂
B ⊆M . Ïóñòü h ∈ µ.

Òàê êàê h - îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ, òî h [A
⋂
B] = h [A]

⋂
h [B]. Òàê êàê A,B ∈ τµ,

òî h [A] , h [B] ∈ τRNr . Òîãäà h [A]
⋂
h [B] ∈ τRNr . Òîãäà h [A

⋂
B] ∈ τRNr .
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Ñëåäîâàòåëüíî A
⋂
B ∈ τµ.

Ïóñòü Q ⊆ τµ. Òîãäà: ⋃
A∈Q

A ⊆M. (12.4)

Ïóñòü h ∈ µ. Òîãäà:

h
[⋃

Q
]

= h

[⋃
A∈Q

A

]
=
⋃
A∈Q

h [A]︸︷︷︸
∈τRNr

∈ τRNr . (12.5)

Ñëåäîâàòåëüíî,
⋃
Q ∈ τµ.

Èòàê, τµ - òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå M (ïîñêîëüêó âûïîëíåíû âñå àêñèîìû òîïî-
ëîãèè).
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî àòëàñ èíäóöèðóåò òîïîëîãèþ, à òî÷íåå, îí ïåðåíîñèò òîïîëî-

ãèþ èç ïðîñòðàíñòâà RNr íà ìíîãîîáðàçèå (èíäóöèðóåò íå ñ íóëÿ, à ñ óæå ãîòîâîé
òîïîëîãèè). Îäíàêî ïðè ïåðåíåñåíèè íà ìíîãîîáðàçèå ýòà òîïîëîãèÿ ìîæåò ñèëüíî
èçìåíèòüñÿ.
Òåïåðü ê ëþáîìó ãëàäêîìó êâàçèìíîãîîáðàçèþ (ðàâíî êàê è ê ìíîãîîáðàçèþ)

ìîæíî îòíîñèòüñÿ, êàê ê òîïîëîãè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó. Îáñóäèì ñâîéñòâà òàêîé
òîïîëîãèè è êîîðäèíàòíûõ êàðò íà òàêîì ïðîñòðàíñòâå.

Óòâåðæäåíèå 12.5. Ïóñòü: (M,µ) - C0-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå, N ∈ N, dim ((M,µ)) =
N.
Ïóñòü h ∈MA (µ, 0).
Òîãäà h � ãîìåîìîðôèçì èç (M,µ) â RNr , D(h) ∈ τµ, R(h) ∈ τRNr , R(h) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî

Î÷åâèäíî, ÷òî h - îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ, D(h) ⊆M , R(h) ∈ τRNr , R(h) 6= ∅.
Î÷åâèäíî, ÷òî h ∈MA (µ, 0), D(h) ⊆ D(h), ïðè÷¼ì:

h [D(h)] = R(h) ∈ τRNr . (12.6)

Òîãäà (â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 12.2) D(h) ∈ τµ.
Ïóñòü p0 ∈ D(h). Òîãäà h(p0) ∈ R(h), p0 = h−1(h(p0)).
Ïóñòü ω2 - îêðåñòíîñòü òî÷êè h(p0).
Î÷åâèäíî, ÷òî:

h−1 [ω2] ⊆ D(h), h
[
h−1 [ω2]

]
= ω2

⋂
R(h) ∈ τRNr , h ∈MA (µ, 0). (12.7)

Òîãäà (ïî óòâåðæäåíèþ 12.1) h−1 [ω2] ∈ τµ.
Òàê êàê h(p0) ∈ R(h), h(p0) ∈ ω2, òî p0 ∈ h−1 [ω2].
Èòàê, h−1 [ω2] - îêðåñòíîñòü òî÷êè p0.
Î÷åâèäíî, ÷òî:

h
[
h−1 [ω2]

]
= ω2

⋂
R(h) ⊆ ω2. (12.8)

Òîãäà h - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå p0.
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Ñëåäîâàòåëüíî (â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷êè p0 ∈ D(h)) h - íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ íà D(h).
Ïóñòü x0 ∈ R(h). Òîãäà h−1(x0) ∈ D(h), x = h(h−1(x0)).
Ïóñòü ω2 - îêðåñòíîñòü òî÷êè h

−1(x0). Òàê êàê:

ω2 ∈ τµ = τMA (µ,0), h ∈MA (µ, 0),

òî:
h [ω2] ∈ τRNr . (12.9)

Òàê êàê: h−1(x0) ∈ D(h), h−1(x0) ∈ ω2, òî:

h
(
h−1(x0)

)
= x0 ∈ h [ω2] . (12.10)

Èòàê, èç (12.9), (12.10) ñëåäóåò, ÷òî h [ω2] - îêðåñòíîñòü òî÷êè x0. Î÷åâèäíî, ÷òî:

h−1
[
h [ω2]

]
= ω2

⋂
D(h) ⊆ ω2. (12.11)

Òîãäà h−1 - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå x0. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷êè
x0 ∈ R(h) ñëåäóåò, ÷òî h−1 - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå R(h).
Èòàê, èìååì: h � ãîìåîìîðôèçì èç (M,µ) â RNr , D(h) ∈ τµ, R(h) ∈ τRNr , R(h) 6=

∅.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíîå îïðåäåëåíèå, êîòîðîå ïîìîæåò íàì óâèäåòü âàæíîå ñâîé-

ñòâî ââåä¼ííîé íàìè òîïîëîãèè τµ.

Îïðåäåëåíèå 12.2. Ïóñòü: (M,µ) - C0-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå, N ∈ N, dim ((M,µ)) =
N.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî τ - òîïîëîãèÿ, ñîãëàñîâàííàÿ ñ êîîðäèíàòíûì àòëàñîì

µ, åñëè: τ - òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå M , äëÿ ëþáîé êîîðäèíàòíîé êàðòû h ∈ µ
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: h � ãîìåîìîðôèçì èç (M, τ) â RNr , D(h) ∈ τ .

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî íà êâàçèìíîãîîáðàçèè (M,µ) íå ìîæåò áûòü ñîãëàñîâàííîé
ñ µ òîïîëîãèè, îòëè÷íîé îò τµ.

Óòâåðæäåíèå 12.6. Ïóñòü (M,µ) - C0-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå, N ∈ N, dim ((M,µ)) =
N.
Ïóñòü: τ - òîïîëîãèÿ, ñîãëàñîâàííàÿ ñ êîîðäèíàòíûì àòëàñîì µ.
Òîãäà τ = τµ.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü A ∈ τ . Òîãäà A ⊆M . Ïóñòü h ∈ µ.
Òàê êàê h � ãîìåîìîðôèçì èç (M, τ) â RNr , D(h) ∈ τ , R(h) ∈ τRNr , A ∈ τ , òî

h [A] ∈ τRNr .
Ñëåäîâàòåëüíî (â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà h ∈ µ) A ∈ τµ. Òîãäà â ñèëó

ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà A ∈ τ ñëåäóåò, ÷òî:

τ ⊆ τµ. (12.12)
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Ïóñòü A ∈ τµ. Ïóñòü h ∈ µ. Òîãäà h [A] ∈ τRNr .
Î÷åâèäíî, ÷òî:

A
⋂

D(h) = h−1
[
h [A]

]
. (12.13)

Òàê êàê h−1 � ãîìåîìîðôèçì èç RNr â (M, τ), R(h) ∈ τRNr , D(h) ∈ τ , h [A] ∈ τRNr ,
òî:

A
⋂

D(h) ∈ τ. (12.14)

Î÷åâèäíî, ÷òî:

A = A
⋂

M = A
⋂⋃

h∈µ

D(h) =
⋃
h∈µ

(
A
⋂

D(h)
)

︸ ︷︷ ︸
∈τ

∈ τ. (12.15)

Òîãäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà A ∈ τµ ñëåäóåò, ÷òî:

τµ ⊆ τ. (12.16)

Èòàê, èç (12.12) è (12.16) ñëåäóåò, ÷òî τµ = τ .
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ïîäûòîæèì ÷àñòü ïðîäåëàííîé ðàáîòû. Ìû ââåëè êîîðäèíàòíûå àòëàñû è ãëàä-

êèå êâàçèìíîãîîáðàçèÿ, ïîòîì ïîñòðîèëè íà íèõ òîïîëîãèþ è äîêàçàëè, ÷òî âñÿêàÿ
òîïîëîãèÿ, ñîãëàñîâàííàÿ ñ àòëàñîì ãëàäêîãî êâàçèìíîãîîáðàçèÿ, ñîâïàäàåò ñ ïî-
ñòðîåííîé íàìè òîïîëîãèåé τµ. Ýòî áûë ïîäõîä Ïîñòíèêîâà, â í¼ì êîîðäèíàòíûé
àòëàñ ââîäèëñÿ íà ñîâåðøåííî îáûêíîâåííîì ìíîæåñòâå, è ñàìî ïîíÿòèå êîîðäè-
íàòíîãî àòëàñà ÿâëÿåòñÿ ¾ñàìîäîñòàòî÷íûì¿, òî åñòü ôóíäàìåíòàëüíûì.
Òåïåðü íåìíîãî ïðîéä¼ì ïî îáðàòíîìó ïóòè (ñíà÷àëà òîïîëîãèÿ, à ïîòîì èç íå¼

êîîðäèíàòíûé àòëàñ). Ñäåëàåì ýòî äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ãëàäêèå ìíîãîîá-
ðàçèÿ - ýòî ëîêàëüíî åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà.

Ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (×àñòü 1)

Îïðåäåëåíèå 12.3. Ïóñòü (M, τ) - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

1) Ïóñòü N ∈ N. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (M, τ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî ðàçìåðíîñòè N , åñëè: M 6= ∅, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîé òî÷êè p0 ∈ M ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèÿ h, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: h � ãîìåîìîðôèçì èç (M, τ)
â RNr , D(h) ∈ τ , R(h) ∈ τRNr , p0 ∈ D(h).

(Òî åñòü, ó êàæäîé òî÷êè gskMτ ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíàÿ
îòêðûòîìó ìíîæåñòâó â RNr).

2) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (M, τ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, åñëè ∃N ∈
N((M, τ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N).

3) Ïóñòü N ∈ N, M 6= ∅. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µτ,N ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé h,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì: h � ãîìåîìîðôèçì èç (M, τ) â RNr , D(h) ∈ τ ,
R(h) ∈ τRNr , R(h) 6= ∅.
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4) Ïóñòü M 6= ∅. Îáîçíà÷èì:

µτ =
⋃
N∈N

µτ,N . (12.17)

Óòâåðæäåíèå 12.7. Ïóñòü (M, τ) - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

1) Ïóñòü: N ∈ N, M 6= ∅, h ∈ µτ,N .
Òîãäà h - êîîðäèíàòíàÿ êàðòà íà ìíîæåñòâå M , dim(h) = N .

2) Ïóñòü: M 6= ∅; N1 ∈ N, h1 ∈ µτ,N1; N2 ∈ N, h2 ∈ µτ,N2; ïðè÷¼ì âåðíî, ÷òî

D(h1)
⋂

D(h2) 6= ∅.

Òîãäà h1, h2 - C
0-ñîãëàñîâàííûå.

3) Ïóñòü: M 6= ∅, N ∈ N, h1, h2 ∈ µτ,N .
Òîãäà h1, h2 - C

0-ñîãëàñîâàííûå.

4) Ïóñòü: N ∈ N, (M, τ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N .

Òîãäà µτ,N - C0-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , dim (µτ,N) =
N .

5) Ïóñòü N1 ∈ N, (M, τ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N1;
N2 ∈ N, (M, τ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N2.

Òîãäà N1 = N2.

Ðåêîìåíäóåòñÿ äîêàçàòü ïåðâûé ïóíêò ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî. Òðå-
òèé ïóíêò î÷åâèäåí, ïîñêîëüêó åñëèD(h1)

⋂
D(h2) = ∅, òî îíè ñîãëàñîâàííûå ââèäó

îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè, èíà÷å îíè ñîãëàñîâàííûå ñîãëàñíî âòîðîìó ïóíêòó ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ.
Ïÿòûé ïóíêò ýòîãî óòâåðæäåíèÿ òàêæå î÷åâèäåí, êàê ñëåäñòâèå èç ÷åòâ¼ðòîãî

ïóíêòà, âåäü ïîñêîëüêó (M, τ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòåé
N1, N2, òî ñóùåñòâóþò C0-ãëàäêèå êîîðäèíàòíûå àòëàñû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ðàç-
ìåðíîñòåé N1, N2, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî ó íèõ åñòü èõ ìàêñèìàëü-
íûå ðàñøèðåíèÿ, êîòîðûå ñîâïàäàþò, à ñëåäîâàòåëüíî N1 = N2.
Òàêèì îáðàçîì, îñòà¼òñÿ äîêàçàòü ïóíêòû 2 è 4.
Äîêàçàòåëüñòâî

2. Òàê êàê D(h1) ∈ τ , D(h2) ∈ τ , òî:

D(h1)
⋂

D(h2) ∈ τ. (12.18)

Òàê êàê h1 � ãîìåîìîðôèçì èç (M, τ) â RNr , D(h1) ∈ τ , R(h1) ∈ τRNr , òî:

h1

[
D(h1)

⋂
D(h2)

]
∈ τRNr . (12.19)
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Òàê êàê:
Wh2,h1 = h1

[
D(h1)

⋂
D(h2)

]
︸ ︷︷ ︸

=h1[D(h2)]

, (12.20)

òî Wh2,h1 ∈ τRNr .
Òàê êàê h−11 - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, h2 - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî h2 ◦ h−11 -

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òàê êàê ϕh2,h1 = h2 ◦ h−11 , òî ϕh2,h1 - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî óâèäåòü, ÷òî Wh1,h2 ∈ τRNr , ϕh1,h2 - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
Òàê êàê D(h1)

⋂
D(h2) 6= ∅, òî h1, h2 - C0-ñîãëàñîâàííûå.

Âòîðîé ïóíêò óòâåðæäåíèÿ äîêàçàí.
4. Ïóñòü p0 ∈M . Òàê êàê (M, τ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè

N , òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: h � ãîìåîìîðôèçì èç
(M, τ) â RNr , D(h) ∈ τ , R(h) ∈ τRNr , p0 ∈ D(h).
Òàê êàê p0 ∈ D(h), òî D(h) 6= ∅. Òîãäà R(h) 6= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, h ∈ µτ,N . Òîãäà:

M ⊆
⋃

h∈µτ,N

D(h). (12.21)

Î÷åâèäíî, ÷òî: ⋃
h∈µτ,N

D(h) ⊆M. (12.22)

Èòàê, èç (12.21) è (12.22) èìååì, ÷òî:⋃
h∈µτ,N

D(h) = M. (12.23)

Òîãäà (ïî îïðåäåëåíèþ êîîðäèíàòíîé êàðòû è êîîðäèíàòíîãî àòëàñà) µτ,N - C0-
ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M .
×åòâ¼ðòûé ïóíêò óòâåðæäåíèÿ äîêàçàí.
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Ëåêöèÿ 13

Ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (×àñòü 2)

Ñâÿçü ëîêàëüíî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñ ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè

Èòàê, ñ ó÷¼òîì ïîëó÷åííîãî, äîïîëíèì îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 13.1. Ïóñòü (M, τ) - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

1) Ïóñòü M 6= ∅, N ∈ N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µτ,N ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé h,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì: h � ãîìåîìîðôèçì èç (M, τ) â RNr , D(h) ∈ τ ,
R(h) ∈ τRNr , R(h) 6= ∅.

2) Ïóñòü M 6= ∅. Îáîçíà÷èì:

µτ =
⋃
N∈N

µτ,N . (13.1)

Óòâåðæäåíèå 13.1. Ïóñòü (M, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

1) Ïóñòü: M 6= ∅, N ∈ N, h ∈ µτ,N .
Òîãäà h � êîîðäèíàòíàÿ êàðòà íà ìíîæåñòâå M , dim(h) = N .

2) Ïóñòü: M 6= ∅; N1 ∈ N, h1 ∈ µτ,N1; N2 ∈ N, h2 ∈ τµ,N2; D(h1)
⋂
D(h2) 6= ∅.

Òîãäà h1, h2 - C
0-ñîãëàñîâàííûå.

3) Ïóñòü M 6= ∅, N ∈ N, h1, h2 ∈ µτ,N .
Òîãäà h1, h2 � C0-ñîãëàñîâàííûå.

Îïðåäåëåíèå 13.2. Ïóñòü (M, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

1) Ïóñòü N ∈ N. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (M, τ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî ðàçìåðíîñòè N , åñëè: M 6= ∅; äëÿ ëþáîé òî÷êè p0 ∈ M ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ h, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: h � ãîìåîìîðôèçì èç (M, τ) â RNr ,
D(h) ∈ τ , R(h) ∈ τRNr , p0 ∈ D(h).

2) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (M, τ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, åñëè ∃N ∈
N ((M, τ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N).

Óòâåðæäåíèå 13.2 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü (M, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî.

1) Ïóñòü N ∈ N, (M, τ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N .

Òîãäà: µτ,N �C0-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâåM , dim (µτ,N) =
N .
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2) Ïóñòü: N ∈ N, (M, τ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N ;

Ñ ∈ N, Ñ 6= N .

Òîãäà µτ,Ñ = ∅.
Êîììåíòàðèé. (Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî âçÿòü êîîðäèíàòíóþ êàðòó h1
ðàçìåðíîñòè Ñ , âçÿòü èç D(h1) òî÷êó p0, âçÿòü h2 èç µτ,N òàêóþ, ÷òî
p0 ∈ D(h2). Òîãäà äâå êàðòû ïåðåñåêàþòñÿ, çíà÷èò îíè C0-ñîãëàñîâàííûå,

ñëåäîâàòåëüíî Ñ = N , íî òàê êàê Ñ 6= N , òî òàêîé êàðòû h1 íå ñóùåñòâó-
åò, ñëåäîâàòåëüíî µτ,Ñ = ∅.)

3) Ïóñòü: N ∈ N, (M, τ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N .

Òîãäà µτ = µτ,N .

4) Ïóñòü: N1 ∈ N, (M, τ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N1;
N2 ∈ N, (M, τ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N2.

Òîãäà N1 = N2. (Òî åñòü ðàçìåðíîñòü ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ïðîñòðàí-
ñòâà)

Òàê êàê ìû íå äîêàçàëè òåîðåìû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ïóíêòà äàííîãî
óòâåðæäåíèÿ, òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, ìû íå ìîæåì èì ïîëüçîâàòüñÿ, íî, çíàÿ, ÷òî îí
âåðåí, ìû ôîðìàëüíî ìîæåì íå ââîäèòü µτ , à âñ¼ âðåìÿ ïîëüçîâàòüñÿ àòëàñîì µτ,N .
Òîãäà, ïî ïðàâäå ãîâîðÿ, ó íàñ áû âîçíèêëè òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè ñ âûáîðîì ÷èñëà
N , íî îíè, êîíå÷íî æå, ðåøàåìûå. Ïîýòîìó, â öåëÿõ ýêîíîìèè âðåìåíè, ìû áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ àòëàñîì µτ , íî ïðè ýòîì áóäåì èìåòü ââèäó µτ,N , ó êîòîðîãî ìû ïî-
äîáðàëè íóæíîå N .

Îïðåäåëåíèå 13.3. Ïóñòü (M, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, (M, τ) � ëî-
êàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Âûáåðåì îáúåêò N , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:
N ∈ N, (M, τ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N (èç ÷åòâ¼ðòîãî
ïóíêòà óòâåðæäåíèÿ 1.2 ñëåäóåò, ÷òî òàêîé îáúåêò åäèíñòâåííûé).
Îáîçíà÷èì:

dim ((M, τ)) = N. (13.2)

Ìû èçó÷èëè äâà ïîäõîäà èç ãëàäêîãî êîîðäèíàòíîãî àòëàñà ê ìíîãîîáðàçèÿì è
òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è èç òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ëîêàëüíî åâ-
êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, â ìíîãîîáðàçèå è àòëàñ. Òåïåðü èçó÷èì ñâÿçè ìåæäó ýòèìè
äâóìÿ ïîäõîäàìè.

Óòâåðæäåíèå 13.3. Ïóñòü: (M,µ) � C0-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå, N ∈ N, dim ((M,µ)) =
N.

1) Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ: M � ìíîæåñòâî, M 6= ∅, N ∈ N, µ
� C0-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , dim(µ) = N .

2) τµ � òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå M ; äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h ∈MA (µ, 0) ñïðàâåä-
ëèâû óòâåðæäåíèÿ: h � ãîìåîìîðôèçì èç (M, τµ) â RNr , D(h) ∈ τµ, R(h) ∈
τRNr , R(h) 6= ∅.
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3) (M, τµ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

4) (M, τµ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N , N ∈ N.

5) (M, τµ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, , N ∈ N, dim ((M, τµ)) = N .

6) µτµ = MA (µ, 0).

Äîêàæåì òîëüêî ÷åòâ¼ðòûé è øåñòîé ïóíêòû ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, îñòàëüíûå ïðåä-
ëàãàåòñÿ äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.
Äîêàçàòåëüñòâî

4. Î÷åâèäíî, ÷òî M 6= ∅. Ïóñòü p0 ∈ M . Òàê êàê µ � C0-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé
àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: h ∈
µ, p0 ∈ D(h).
Òîãäà (â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 13.3 ïóíêòà 2): h � ãîìåîìîðôèçì èç (M, τµ) â RNr ,

D(h) ∈ τµ, R(h) ∈ τRNr , p0 ∈ D(h). Ñëåäîâàòåëüíî (M, τµ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N .
6. Ïóñòü h ∈ MA (µ, 0). Òîãäà: h � ãîìåîìîðôèçì èç (M, τµ) â RNr , D(h) ∈ τµ,

R(h) ∈ τRNr , R(h) 6= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî h ∈ µτµ .
Òîãäà MA (µ, 0) ⊆ µτµ . Òàê êàê MA (µ, 0) � ìàêñèìàëüíûé C0-ãëàäêèé êîîðäè-

íàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâåM , µτµ - C
0-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå

M , MA (µ, 0) ⊆ µτµ , òî MA (µ, 0) = µτµ .
Òåïåðü ñäåëàåì ñóõóþ âûæèìêó (äëÿ óäîáñòâà), è îòìåòèì íàèáîëåå âàæíûå äëÿ

íàñ â äàëüíåéøåì ìîìåíòû èç óòâåðæäåíèÿ 13.3.

Óòâåðæäåíèå 13.4 (Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû). Ïóñòü (M,µ) � C0-ãëàäêîå êâàçèì-
íîãîîáðàçèå, N ∈ N, dim ((M,µ)) = N.

1) (M, τµ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, (M, τµ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, N, ∈ N dim ((M, τµ)) = N .

2) µτµ = MA (µ, 0).

Óòâåðæäåíèå 13.5. Ïóñòü: (M, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, (M, τ) �
ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, N ∈ N, dim ((M, τ)) = N .

1) M � ìíîæåñòâî, M 6= ∅, N ∈ N, τ - òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå M .

2) µτ � C0-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M , dim (µτ ) = N , N ∈
N.

3) (M,µτ ) � C0-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå, N ∈ N, dim ((M,µτ )) = N .

4) τµτ = τ .

5) µτ � ìàêñèìàëüíûé C0-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M .

6) (M,µτ ) � C0-ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, N ∈ N, dim ((M,µτ )) = N .
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Äîêàæåì òîëüêî íåòðèâèàëüíûå ÷åòâ¼ðòûé è ïÿòûé ïóíêòû äàííîãî óòâåðæäå-
íèÿ (îñòàëüíûå ðåêîìåíäóåòñÿ äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî).
Äîêàçàòåëüñòâî

4. Ïóñòü h ∈ µτ . Òîãäà: h � ãîìåîìîðôèçì èç (M, τ) â RNr , D(h) ∈ τ . Ñëåäîâà-
òåëüíî, òîïîëîãèÿ τ � ñîãëàñîâàííà ñ àòëàñîì µτ .
Òîãäà τ = τµτ (èç óòâåðæäåíèÿ 12.6 î åäèíñòâåííîñòè ñîãëàñîâàííîé ñ àòëàñîì

òîïîëîãèè).
5. Î÷åâèäíî, ÷òî:

µτ = µτµτ = MA (µτ , 0). (13.3)

Òîãäà µτ � ìàêñèìàëüíûé C0-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå M .
Îïÿòü ñäåëàåì âûæèìêó èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 13.6 (Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû). Ïóñòü: (M, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, (M, τ) � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, N ∈ N, dim ((M, τ)) = N .

1) (M,µτ ) � C0-ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, N ∈ N, dim ((M,µτ )) = N .

2) τµτ = τ .

Òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî èç ñòàðîãî ïîäõîäà ìîæíî ëåãêî ïåðåéòè ê íîâîìó, òî åñòü
òåîðèÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé òåîðèè ëîêàëüíî åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâ.

Ïðèìåðû ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé

Íà ñàìîì äåëå ïðèìåðû ìíîãîîáðàçèé íàì óæå èçâåñòíû. Òàê ïóñòü åñòü ïîëå
RNr . Ðàññìîòðèì íà í¼ì ôóíêöèþ:

h0(p) = p ïðè p ∈ RNr . (13.4)

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî h0 � êîîðäèíàòíàÿ êàðòà íà ìíîæåñòâå M . Ïóñòü òåïåðü
µ = {h0} � ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ, è íà íàøåì ïîëå RNr ðàññìîòðèì ðàñøè-
ðåíèå ýòîãî àòëàñà MA (µ, r)(òåïåðü ïîëó÷èëîñü ìíîãîîáðàçèå). Íà ñàìîì äåëå ìû
òàê óæå äåëàëè, èñïîëüçóÿ êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû, ïîñêîëüêó èñïîëüçîâàíèå
êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò � ýòî äîáàâëåíèå ê òðèâèàëüíîìó àòëàñó µ ñîãëàñîâàí-
íûõ ñ íèì íîâûõ êîîðäèíàòíûõ êàðò.
Òåïåðü îáñóäèì íåêèé ¾ïàòîëîãè÷åñêèé ïðèìåð¿, êîòîðûé íîñèò íàçâàíèå ¾ðàç-

äâîåííàÿ ïðÿìàÿ¿.
Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî:

M0 = {(x, 0) : x ∈ R ∧ x 6= 0} . (13.5)

Äîáàâèì ê ìíîæåñòâó M0 äâå òî÷êè:

p1 =

(
0
−1

)
; p2 =

(
0
1

)
. (13.6)

È áóäåì ðàññìàòðèâàòü íîâîå ìíîæåñòâî (Ñì. ðèñ. 13.1):

M = M0

⋃
{p1, p2} . (13.7)
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p1

p2
¾ðàçäâîåíèå¿

ïðÿìîé

Ðèñ. 13.1. Ðàçäâîåííàÿ ïðÿìàÿ

Òåïåðü ñîñòàâèì êîîðäèíàòíûé àòëàñ äëÿ íàøåãî ìíîæåñòâà M . Ïóñòü: h1 �
ôóíêöèÿ; D(h1) = M0

⋃
{p1}, ïðè÷¼ì:

h1(x, y) = x ïðè (x, y) ∈M0

⋃
{p1} ; (13.8)

ïóñòü h2 � ôóíêöèÿ; D(h2) = M0

⋃
{p1}, ïðè÷¼ì:

h2(x, y) = x ïðè (x, y) ∈M0

⋃
{p2} . (13.9)

Òîãäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî µ = {h1, h2} � Ca-ãëàäêèé êîîðäèíàòíûé àòëàñ íà
ìíîæåñòâå M , dim ({h1, h2}) = 1.
Çíà÷èò, ïîñêîëüêó åñòü àòëàñ, òî åñòü è èíäóöèðîâàííàÿ èì òîïîëîãèÿ. Ðàññìîò-

ðèì îêðåñòíîñòè òî÷åê p1, p2.
Ïóñòü ω1 � îêðåñòíîñòü òî÷êè p1. Òîãäà ω1 ∈ τµ, p1 ∈ ω1. Òîãäà h1 [ω1] ∈ τRNr ,

h1(p1) = 0 ∈ h1 [ω1].
Çíà÷èì h1 [ω1] � îêðåñòíîñòü òî÷êè 0 â îáû÷íîé òîïîëîãèè íà R. Ïóñòü ω2 �

îêðåñòíîñòü òî÷êè p2. Òîãäà h2(p2) = 0 ∈ h2 [ω2], h2 [ω2] � îêðåñòíîñòü òî÷êè 0 à
îáû÷íîé òîïîëîãèè íà R.
Ñëåäîâàòåëüíî, h1 [ω1]

⋂
h2 [ω2] 6= ∅, òî åñòü ëþáûå äâå îêðåñòíîñòè ýòèõ äâóõ

òî÷åê p1, p2 ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Òåì íå ìåíåå, ðàññìîòðåííûé íàìè ïðèìåð
ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì.

Êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ (×àñòü 1)

Îïðåäåëåíèå 13.4. Ïóñòü: (M,µ) � C0-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå, N ∈ N, dim ((M,µ)) =
N; p0 ∈M .
Îáîçíà÷èì:

Q(p0, µ) = {h : h ∈ µ ∧ p0 ∈ D(h)} . (13.10)

Áóäåì íàçûâàòü òàêèå h ∈ Q(p0, µ) êîîðäèíàòíûìè îêðåñòíîñòÿìè òî÷êè p0.

Îïðåäåëåíèå 13.5. Ïóñòü: (M1, µ1) � C0-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå, N1 ∈ N,
dim ((M1, µ1)) = N1; (M2, µ2) � C0-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå, N2 ∈ N, dim ((M2, µ2)) =
N2; F : M1 →M2, h ∈ µ1, H ∈ µ2.
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Ïóñòü âåðíî, ÷òî: 
p ∈D(F ),

q =F (p),

x =h(p),

y =H(q).

(13.11)

Âûðàçèì ñòîëáåö y ÷åðåç ñòîëáåö x:

q = H
(
h−1(x)

)
; y = H

(
F
(
h−1(x)

))
⇒ y =

(
H ◦ F ◦ h−1

)
(x). (13.12)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî H ◦ F ◦ h−1 � êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè F â
êîîðäèíàòíûõ êàðòàõ h,H.

Î÷åâèäíû íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå ôàêòû î êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè H ◦ F ◦
h−1:

H ◦ F ◦ h−1 : RN1 → RN2 ; (13.13)

D(H ◦ F ◦ h−1) = h
[
D
(
F,D(H)

)]
; (13.14)

R(H ◦ F ◦ h−1) = H
[
F
[
D(h)

]]
. (13.15)

Îáîçíà÷èì:

F (x;h,H) = H
(
F
(
h−1(x)

))
ïðè x ∈ h

[
D
(
F,D(H)

)]
. (13.16)

Ýòî ñàìûé ñëîæíûé (ñàìûé îáùèé) ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îòîáðàæåíèå èç êâàçèìíîãîîáðàçèÿ â êâàçèìíîãîîáðàçèå. Îäíàêî, êîíå÷íî æå, ìîæ-
íî ñîñòàâèòü è áîëåå ïðîñòûå ñëó÷àè, êîãäà ôóíêöèÿ äåéñòâóåò èç êâàçèìíîãîîáðà-
çèÿ â êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî, ëèáî êîãäà ôóíêöèÿ äåéñòâóåò èç êîîðäèíàòíîãî
ïðîñòðàíñòâà â êâàçèìíîãîîáðàçèå.

Çàìå÷àíèå 13.1. Ïóñòü: N1, N2 ∈ N, (M,µ) � C0-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå,
dim ((M,µ)) = N1; F : M → RN2, h ∈ µ.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F ◦ h−1 � êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè F â êî-

îðäèíàòíîé êàðòå h.

Çàìå÷àíèå 13.2. Ïóñòü: N1, N2 ∈ N; (M,µ) � C0-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå,
dim ((M,µ)) = N2; F : RN1 →M , H ∈ µ.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî H ◦ F � êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè F â êîîð-

äèíàòíîé êàðòå H.

Ðàññìîòðèì çàìå÷àíèå 13.1 è óáåäèìñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå, âîîáùå ãîâîðÿ, ââîäèòü
òîïîëîãèþ íà ìíîãîîáðàçèè íå òðåáóåòñÿ.

Óòâåðæäåíèå 13.7. Ïóñòü: N1, N2 ∈ N; (M,µ) � C0-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå,
dim ((M,µ)) = N1; F : M → RN2; p0 ∈M , h ∈ Q(p0, µ).
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1) Ïóñòü F � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå p0.

Òîãäà F ◦ h−1 � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå h(p0).

Êîììåíòàðèé. (Ýòîò ñëó÷àé î÷åâèäåí. Ïîñêîëüêó h � ãîìåîìîðôèçì èç
(M,µ) â RN2, òî åãî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ h−1 � òîæå íåïðåðûâíàÿ, è ôóíê-
öèÿ F ◦h−1 � íåïðåðûâíàÿ, êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó
äàííûé ïóíêò äîêàçûâàòüñÿ íå áóäåò.)

2) Ïóñòü F ◦ h−1 � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå h(p0).

Òîãäà F � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå p0.

Äîêàçàòåëüñòâî

2. Ïóñòü p ∈ D(F )
⋂
D(h). Òîãäà:

F (p) = F
(
h−1(h(p))

)
=
((
F ◦ h−1

)
◦ h
)

(p). (13.17)

Ñëåäîâàòåëüíî:

F
∣∣∣
D(h)

=
(
F ◦ h−1

)
◦ h. (13.18)

Òîãäà F
∣∣∣
D(h)

� íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå p0.

Òàê êàê D(h) � îêðåñòíîñòü òî÷êè p0, òî F � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå p0
(ïîñêîëüêó íåïðåðûâíîñòü � ëîêàëüíîå ñâîéñòâî ôóíêöèè).
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, ïðåäñòàâëåííîì â çàìå÷àíèè 13.1 òîïîëîãèþ íà ìíîãî-

îáðàçèè ìîæíî èñêëþ÷èòü è âìåñòî òîãî, ÷òîáû ãîâîðèòü î íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè
F ìîæíî ãîâîðèòü î íåïðåðûâíîñòè å¼ êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
Îäíàêî óæå â óïðîù¼ííîì ñëó÷àå, ïðåäñòàâëåííîì â çàìå÷àíèè 13.2, òàê äåëàòü

íåëüçÿ, ïîñêîëüêó åñëè F : RN1 → H è H ◦F � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî ôóíêöèÿ
F âñ¼ ðàâíî ìîæåò òåðïåòü ðàçðûâ.
Ïðîèëëþñòðèðóåì äàííóþ ñèòóàöèþ.
Ïóñòü ôóíêöèÿ F íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé (íàïðèìåð, ïóñòü îíà íåïðåðûâíà

âñþäó íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, íî êàêàÿ-òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ
ê òî÷êå p0 ∈ D(F ) ¾èñïîð÷åíà¿, òî åñòü íà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè íå ñõîäÿòñÿ ê F (p0) (Ñì. ðèñ. 13.2)), íî îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ êîîðäèíàòíîé êàðòû D(H) ¾ñðåçàåò ýòè ðàçðûâû¿ (òî åñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
F íà íàøåé ¾èñïîð÷åíîéÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè¿ íå ïîïàäàþò â D(H)). Òîãäà H ◦F
áóäåò íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.
Òàêèì îáðàçîì, ñàìà ôóíêöèÿ F èìååò ðàçðûâû â íåêîòîðûõ òî÷êàõ, íî ïðè

ñîñòàâëåíèè êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòè òî÷êè ñðåæóòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 13.6. Ïóñòü: (M1, µ1) � C0-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå, N1 ∈ N,
dim ((M1, µ1)) = N1; (M2, µ2) � C0-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå, N2 ∈ N, dim ((M2, µ2)) =
N2; r ∈ N.
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p0

F (p0) D(H)

R(F )

Ðèñ. 13.2. Íåïðåðûâíîå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè, èìåþùåé ðàçðûâ

1) Ïóñòü: F : M1 → M2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F � Cr-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, åñ-
ëè: D(F ) � ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî â (M1, µ1), F � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà
D(F ), ïðè÷¼ì ∀h ∈ µ1∀H ∈ µ2 âåðíî:(

F [D(h)]
⋂

D(H) 6= ∅⇒ H ◦ F ◦ h−1 ∈ Cr
(
h
[
D(F,D(H))

]
;RN1 ,RN2

))
.

2) Ïóñòü: F : M1 →M2, Q ⊆M1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F � Cr-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ

íà ìíîæåñòâå Q, åñëè: Q ⊆ D(F ), F
∣∣∣
Q
� Cr-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

3) Ïóñòü Q � ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî â (M1, µ1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cr(Q; (M1, µ1), (M2, µ2))
ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé F , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì: F : M1 → M2, F
� Cr-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå Q.

107

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

https://vk.com/teachinmsu


ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÒÅÍÇÎÐÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ.×ÀÑÒÜ1.ËÅÊÖÈÈ•
ÁÀÄÜÈÍ ÀÍÄÐÅÉ ÂÀËÅÍÒÈÍÎÂÈ×

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ëåêöèÿ 14

Êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ (×àñòü 2)

Îñíîâíàÿ ìûñëü êîíöà ïðåäûäóùåé ëåêöèè, ãðóáî ãîâîðÿ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî
îòîáðàæåíèå ñ÷èòàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè êàæäîå åãî êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàäêèì (à åù¼ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî, îòîáðàæåíèå
äîëæíî áûòü íåïðåðûâíûì; äëÿ ýòèõ òðåáîâàíèé òðåáóåòñÿ òîïîëîãèÿ, êîòîðàÿ èí-
äóöèðóåòñÿ àòëàñîì).
Åñòåñòâåííî æåëàíèå èìåòü êàêîé-ëèáî ïðèçíàê ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèÿ. Ñåé÷àñ

ìû ñôîðìóëèðóåì åãî áåç äîêàçàòåëüñòâà, òàê êàê ýòîò ïðèçíàê äîêàçûâàåòñÿ ïðè-
ìåðíî òàê æå, êàê óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè äâóõ êîîðäèíàòíûõ êàðò (óòâåðæäåíèå
10.1) è ïðèçíàê îòêðûòîñòè ìíîæåñòâà (óòâåðæäåíèå 12.1).

Óòâåðæäåíèå 14.1. Ïóñòü: N1, N2 ∈ N, r ∈ Z+, r0 ∈ N, r ≥ r0; (M1, µ1) �
Cr-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå, dim ((M1, µ1)) = N1; (M2, µ2) � Cr-ãëàäêîå êâàçèì-
íîãîîáðàçèå, dim ((M2, µ2)) = N2.
Ïóñòü: F : M1 → M2; D(F ) � ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (M1, µ1);

F � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà D(F ); ïðè÷¼ì ïðè ∀p0 ∈ D(F ) ∃h ∈ Q(p0,MA (µ1, r0))
∃H ∈ Q(F (p0),MA (µ2, r0)) ∃ω((ω � îêðåñòíîñòü p0) ∧ (ω ⊆ D(h)) ∧ F [ω] ⊆ D(H))
âåðíî, ÷òî: (

H ◦ F ◦ h−1 ∈ Cr0
(
h
[
D(F )

⋂
ω
]

;RN1 ,RN2

))
.

Òîãäà F � Cr0-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

Çàìå÷àíèå 14.1. Ïóñòü: N ∈ N, r ∈ N, (M,µ) � Cr-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå,
dim ((M,µ)) = N.
Ïóñòü h ∈MA (µ, r).
Òîãäà: h : M → RNr , h � Cr-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

Ýòî çàìå÷àíèå î÷åâèäíî èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 14.1. Ïóñòü: N1, N2 ∈ N; (M,µ) � C1-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå,
dim ((M,µ)) = N1; F : M → RN2, F � C1-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, p0 ∈ D(F ), h ∈ Q(p0, µ),
k = 1, N1.
Îáîçíà÷èì:

Dk(p, h)F (p)
∣∣∣
p=p0

=
∂

∂xk
F
(
h−1(x)

)∣∣∣
x=h(p0)

. (14.1)

Âûðàæåíèå (14.1) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè F ïî k-òîé êîìïîíåíòå â
òî÷êå p0 â êîîðäèíàòíîé êàðòå h.

Â îòëè÷èå îò ïðèâû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå, çäåñü ôóíê-
öèÿ äåéñòâóåò èç àáñòðàêòíîãî ìíîæåñòâà â àáñòðàêòíîå ìíîæåñòâî (â îáùåì ñëó-
÷àå), ïîýòîìó ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé èìååò ñìûñë òîëüêî ïðè íàëè÷èè êîîðäèíàòíîé
êàðòû è, ñîîòâåòñòâåííî, ñàìà ïðîèçâîäíàÿ áóäåò çàâèñåòü îò òîãî, â êàêîé êîîð-
äèíàòíîé êàðòå îíà áåð¼òñÿ, à íå òîëüêî îò ôóíêöèè, îò êîòîðîé áóäåò áðàòüñÿ
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ïðîèçâîäíàÿ. Ïîýòîìó ïðîèçâîäíàÿ â (14.1) (êàê ýòî íå ñëîæíî çàìåòèòü) îïðåäå-
ëÿåòñÿ, êàê ïðîèçâîäíàÿ îò ñëîæíîé ôóíêöèè, ãäå â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ôóíêöèè
F âûñòóïàåò çíà÷åíèå îáðàòíîé ôóíêöèè ê ôóíêöèè êîîðäèíàòíîé êàðòû â òî÷êå
x = h(p0).

Çàìå÷àíèå 14.2. Ñäåëàåì íåáîëüøîå çàìå÷àíèå ïðî îáîçíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé. Èç
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìû ïðèâûêëè ïîëüçîâàòüñÿ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè òèïàìè
îáîçíà÷åíèÿìè ïðîèçâîäíîé, êîòîðûå (õîòÿ ýòî ðàíåå è íå îãîâàðèâàëîñü) èìåþò
êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå. Ïåðâûé òèï � êâàíòîðíûé:

d

dx
F (x)

∣∣∣
x=x0

, (14.2)

êîòîðûé îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè F (x) ïî êîìïîíåíòå x â
òî÷êå x = x0. Çäåñü

d
dx

� ýòî êâàíòîð, è âñå ñèìâîëû x â (14.2) � ñâÿçíûå, òî
åñòü íåëüçÿ èõ çàìåíèòü íà êàêóþ-ëèáî êîíñòàíòó, èíà÷å âûðàæåíèå ñòàíåò
áåññìûñëåííûì:

d

d1
F (1)

∣∣∣
1=1

. (14.3)

Íî åñòü è äðóãîé òèï îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé:

F ′(x) èëè, åñëè õîòèì çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â êîíêðåòíîé òî÷êå F ′(x0). (14.4)

Âûðàæåíèå (14.4) � åñòü îïåðàòîðíûé òèï îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé, â í¼ì ñèì-
âîë ¾′¿ îáîçíà÷àåò îïåðàòîð, ïîýòîìó ìîæíî ïîäñòàâèòü âìåñòî ïåðåìåííîé å¼
çíà÷åíèå ñðàçó ïîä çíàê îïåðàòîðà.
Ïîñêîëüêó ââåäåíèþ îïåðàòîðà ïðîèçâîäíîé áóäóò ñîïóòñòâîâàòü íåêîòîðûå

îãîâîðêè è çàòðóäíåíèÿ â íàøåì ñëó÷àå, à íèêàêîé íîâîé èíôîðìàöèè îí íå ïðèíå-
ñ¼ò, òî â äàííîì êóðñå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ êâàíòîðíûì òèïîì çàïèñè (14.2).

Íà ïðàêòèêå, äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè (14.1), ìû áóäåì îïóñêàòü íåêîòîðûå ñèìâîëû
â çàïèñè ïðîèçâîäíîé, à èìåííî, åñëè áóäóò äâå êîîðäèíàòíûå êàðòû h1 è h2, òî äëÿ
h1 ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáû÷íûå ëàòèíñêèå áóêâû, à äëÿ h2 � ëàòèíñêèå áóêâû
ñî øòðèõîì. Èíîãäà áóäåì äàæå îïóñêàòü ïîäñòàíîâêó p0, êîãäà áóäåò î÷åâèäíî, â
êàêîé òî÷êå áåð¼òñÿ ïðîèçâîäíàÿ.
Äàëåå ðàññìîòðèì ïðèìåðû ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé (è âû÷èñëèì èõ) â êîîðäèíàò-

íûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ.

Çàìå÷àíèå 14.3. Ïóñòü: N ∈ N; (M,µ) � C1-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå,
dim ((M,µ)) = N.
Ïóñòü: p0 ∈M , h1, h2 ∈ Q(p0, µ), k = 1, N , k′ = 1, N .
Òîãäà:

Dk(p, h1) h
k′

2 (p)
∣∣∣
p=p0

=
∂

∂xk
hk
′

2

(
h−11 (x)

)∣∣∣
x=h1(p0)

=
∂

∂xk
ϕk
′

h2,h1
(x)
∣∣∣
x=h1(p0)

. (14.5)

Ïóñòü: p0 ∈M , h ∈ Q(p0,M), k = 1, N , k′ = 1, N .
Òîãäà:

Dk(p, h) hk
′
(p)
∣∣∣
p=p0

=
∂

∂xk
hk
′(
h−1(x)

)∣∣∣
x=h(p0)

=
∂

∂xk

(
xk
′
)∣∣∣

x=h(p0)
= δk

′

k . (14.6)
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Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé

Âûÿñíèì, êàê áóäåò èçìåíÿòüñÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, ïðè èçìåíåíèè êîîðäè-
íàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè, íå çàòðàãèâàþùåì ñàìó ôóíêöèþ (òî åñòü
ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé êîîðäèíàòíîé êàðòû ê äðóãîé).

Óòâåðæäåíèå 14.2. Ïóñòü: N1, N2 ∈ N; (M,µ) � C1-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå,
dim ((M,µ)) = N1; F : M → RN2, F � C1-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, p0 ∈ D(F ); h1, h2 ∈
Q(p0, µ), k′ = 1, N , k1 = 1, N1.
Òîãäà:

Dk′(p, h2) F (p)
∣∣∣
p=p0

= Dk′(p, h2) h
k
1(p)

∣∣∣
p=p0
·Dk(p, h1) F (p)

∣∣∣
p=p0

. (14.7)

Èëè, â ñîêðàù¼ííîé ôîðìå:

Dk′F = Dk′h
k
1·DkF. (14.8)

Äîêàçàòåëüñòâî

Îáîçíà÷èì, äëÿ óäîáñòâà, êîîðäèíàòû â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç y.
Î÷åâèäíî, ÷òî:

Dk′(p, h2) F (p)
∣∣∣
p=p0

=
∂

∂yk′
F
(
h−12 (y)

)∣∣∣
y=h2(p0)

=

=
∂

∂yk′
F
(
h−11

(
h1
(
h−12 (y)

)))∣∣∣
y=h2(p0)

=

=
∂

∂yk′

(
F
(
h−11 (x)

)∣∣∣
x=h1(h−1

2 (y))

)∣∣∣∣
y=h2(p0)

=

= [ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè] =

=
∂

∂xk
F
(
h−11 (x)

)∣∣∣
x=h1(p0)

· ∂
∂yk′

hk1
(
h−12 (y)

)∣∣∣
y=h2(p0)

=

= Dk(p, h1) F (p)
∣∣∣
p=p0
·Dk′(p, h2) h

k
1(p)

∣∣∣
p=p0

. (14.9)

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 14.4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû áûëî ìîæíî ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó î äèô-
ôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè, äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
òî÷êà, â êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå, äîëæíà áûòü âíóòðåííåé
òî÷êîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âíóòðåííåé ôóíêöèè, à çíà÷åíèå âíóòðåííåé ôóíê-
öèè â ýòîé òî÷êå äîëæíî áûòü âíóòðåííåé òî÷êîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âíåø-
íåé ôóíêöèè. Çäåñü, ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòîãî íåò, òàê êàê îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(F )
� ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî, è îíî ìîæåò ñîäåðæàòü ãðàíè÷íûå òî÷êè. Îäíàêî
âíóòðåííÿÿ ôóíêöèÿ çäåñü � ýòî îáðàòíîå êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå (îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå ê êîîðäèíàòíîé êàðòå) ñ îòêðûòîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, òî åñòü
çàáîòèòüñÿ íóæíî òîëüêî î ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F .
Â òàêèõ òî÷êàõ ìîæíî ïðîâåñòè ñëåäóþùèé àëãîðèòì: ñíà÷àëà ïðèìåíèòü òåî-
ðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(F ), à ïî-
òîì ñäåëàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíè÷íûì òî÷êàì îáëàñòè
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îïðåäåëåíèÿ D(F ) è, òåì ñàìûì, äîêàçàòü, ÷òî òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè çäåñü
ðàáîòàåò âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(F ).
Äàëåå òàêèå òðèâèàëüíûå, íî ãðàìîçäêèå ðàññóæäåíèÿ áóäóò îïóñêàòüñÿ, è ìû

áóäåì ïî óìîë÷àíèþ èìåòü ýòî ââèäó, ïðèìåíÿÿ â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ òåîðåìó
î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ ñèòóàöèþ, êîãäà ôóíêöèÿ äåéñòâóåò èç êîîðäèíàòíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íà ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå.

Óòâåðæäåíèå 14.3 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü: N1, N2 ∈ N; (M,µ) � C1-ãëàäêîå
êâàçèìíîãîîáðàçèå, dim ((M,µ)) = N2; F : RN1 → M , F � C1-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ;
x0 ∈ D(F ), k = 1, N1; H1, H2 ∈ Q(F (x0), µ), m′ = 1, N2.
Òîãäà:

∂

∂xk
Hm′

2 (F (x))
∣∣∣
x=x0

=
∂

∂xk
Hm

1 (F (x))
∣∣∣
x=x0
·Dm(q,H1) H

m′

2 (q)
∣∣∣
q=F (x0)

. (14.10)

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 14.2.

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ãëàäêîìó êâàçèìíîãîîáðàçèþ

Äàííàÿ òåìà íóæíà ïðè ðàáîòå ñ, òàê íàçûâàåìûìè, íåãîëîíîìíûìè áàçèñàìè.
Ãðóáî ãîâîðÿ, ïîíèìàòü ïîíÿòèå ãîëîíîìíîñòè ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áà-

çèñû, ñîñòîÿùèå èç âåêòîðîâ, ïàðàëëåëüíûõ ê êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì íàçûâàþòñÿ
ãîëîíîìíûìè, è íàîáîðîò, áàçèñû, ñîñòîÿùèå èç âåêòîðîâ íå ïàðàëëåëüíûõ ê êîîð-
äèíàòíûì ëèíèÿì.
Äàëåå ìû áîëåå ïîäðîáíî îáñóäèì ïîíÿòèå ãîëîíîìíîñòè áàçèñà.
Ïåðåä òåì, êàê äàòü ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîïû-

òàåìñÿ ïîíÿòü åãî ñìûñë. Ïóñòü åñòü êàêàÿ-ëèáî ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå, è
ïóñòü ìû ðàññìàòðèâàåì äâå òî÷êè p0, p0 äàííîé ïîâåðõíîñòè íå ðàâíûå äðóã äðó-
ãó (Ñì. ðèñ. 14.1).

p0

p1

áåñêîíå÷íî ìàëûå
ñìåùåíèÿ (âåêòîðû)

âåêòîðû îäíîé òî÷êè
íå çàâèñÿò îò âåêòîðîâ

äðóãîé òî÷êè

Ðèñ. 14.1. Áåñêîíå÷íî ìàëûå ïåðåìåùåíèÿ, êàê ýëåìåíòû êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà

Òåïåðü áóäåì ðàññìàòðèâàòü, òàê íàçûâàåìûå, âñåâîçìîæíûå ¾áåñêîíå÷íî ìàëûå
ïåðåìåùåíèÿ¿ ýòèõ òî÷åê, áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè ¾áåñêîíå÷íî ìàëûå ïåðåìåùåíèÿ¿
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âåêòîðàìè. Ïîíÿòíî, ÷òî âåêòîðà, îáîçíà÷àþùèå ìàëûå ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè p0, è
âåêòîðà, îáîçíà÷àþùèå ìàëûå ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè p1, â îáùåì ñëó÷àå, íèêàê íå
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðà êàæäîé èç òî÷åê îáðàçóþò ñâî¼ ïðî-
ñòðàíñòâî, è, êîíå÷íî æå, ðàçóìíî îæèäàòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà
áóäåò, ïî êðàéíåé ìåðå, íå ïðåâûøàòü ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, îáðàçîâàííîãî
òàêîé ïîâåðõíîñòüþ.
Òàêèå ïðîñòðàíñòâà, ãðóáî ãîâîðÿ, ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê êàñàòåëüíûå

ïðîñòðàíñòâà ê ãëàäêîìó êâàçèìíîãîîáðàçèþ (ïîâåðõíîñòè).
Òàêæå äëÿ áîëüøåé ïðîñòîòû ïðåäñòàâëåíèÿ, ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ïîâåðõ-

íîñòü â îáû÷íîì òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (Ñì. ðèñ. 14.2), à â êà÷åñòâå ¾êàñàòåëü-
íûõ ïðîñòðàíñòâ¿ êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè ê ýòîé ïîâåðõíîñòè â òî÷êàõ p0, p1 (ôîð-
ìàëüíî ãîâîðÿ, ýòî íå ñîâñåì êîððåêòíûé ïðèìåð, ïîñêîëüêó ýòè ïëîñêîñòè â îáùåì
ñëó÷àå ïåðåñåêàþòñÿ, è íå ÿâëÿþòñÿ ñîâñåì íåçàâèñèìûìè äðóã îò äðóãà).

p0
p1

Ðèñ. 14.2. Êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè, êàê ïîäîáèÿ êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïîíÿòíî, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íûé àáñòðàêòíûé îáúåêò è äëÿ ìíîãî-
îáðàçèÿ.
Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê ñòðîãîìó îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèé, äëÿ ýòîãî ââåä¼ì ñïåðâà âñïî-

ìîãàòåëüíûå êîíñòðóêöèè.

Çàìå÷àíèå 14.5. Ïóñòü: N ∈ N; (M,µ) � C1-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå,
dim ((M,µ)) = N; p0 ∈M .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T̃p0M ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé ξ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ:

ξ : Q(p0,MA (µ, 1))⇒ RNr . (14.11)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî T̃p0M ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì. Âñïîìíèì,
êàê â í¼ì ìîæíî ââåñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.
1) Ïóñòü: ξ1, ξ2 ∈ T̃p0M . Òîãäà:

(ξ1 + ξ2)(h) = ξ1(h) + ξ2(h) ïðè h ∈ Q(p0,MA (µ, 1)). (14.12)

2)Ïóñòü: λ ∈ R, ξ ∈ T̃p0M . Òîãäà:

(λξ)(h) = λ·ξ(h) ïðè h ∈ Q(p0,MA (µ, 1)). (14.13)
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Èòàê, T̃p0M � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tp0M ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé ξ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

1) ξ ∈ T̃p0M ;

2) ∀h1 ∈ Q(p0,MA (µ, 1)) ∀h2 ∈ Q(p0,MA (µ, 1)) ∀k′ = 1, N âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ:(

ξ k
′

1 (h2) = ξk(h1)·Dk(p, h1) h
k′

2 (p)
∣∣∣
p=p0

)
. (14.14)

Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî Tp0M � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà T̃p0M . Áóäåì ãî-

âîðèòü, ÷òî T̃p0M � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ïðîñòðàíñòâó (M,µ) â òî÷êå p0.

Óòâåðæäåíèå 14.4. Ïóñòü: N ∈ N; (M,µ) � C1-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå,
dim ((M,µ)) = N; p1, p2 ∈M , p1 6= p2.
Òîãäà:

1. T̃p1M
⋂

T̃p2M = ∅; (14.15)

2. T̃p1M 6= T̃p2M ; (14.16)

3. Tp1M
⋂

Tp2M = ∅; (14.17)

4. Tp1M 6= Tp2M. (14.18)

Ïðîêîììåíòèðóåì (14.15). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî äîêàçàòü íóæíî äîêàçàòü,
÷òî â Q(p1,MA (µ, 1)) íàéä¼òñÿ êîîðäèíàòíàÿ îêðåñòíîñòü, êîòîðàÿ íå ñîäåð-
æèò òî÷êó p2, èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî âñå êîîðäèíàòíûå îêðåñòíîñòè èç
Q(p1,MA (µ, 1)) íå ñîäåðæàò òî÷êó p2 (ðåêîìåíäóåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçàòü,
ïî÷åìó), àíàëîãè÷íî è ñî âòîðûì ìíîæåñòâîì Q(p2,MA (µ, 2)) îòíîñèòåëüíî
òî÷êè p1, à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü çíà÷èò, ÷òî Q(p1,MA (µ, 1))

⋂
Q(p2,MA (µ, 2)) =

∅.

Òåïåðü ðàçáåð¼ìñÿ â ñïîñîáàõ ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòîâ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, ÷òî èìåÿ òî÷êó ãëàäêîãî êâàçèìíîãîîáðàçèÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü
ýëåìåíò êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷¼ì ýòîò ýëåìåíò ñòðîèòñÿ åäèíñòâåííûì
îáðàçîì.

Óòâåðæäåíèå 14.5. Ïóñòü: N ∈ N; (M,µ) � C1-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå,
dim ((M,µ)) = N; p0 ∈M .

1) Ïóñòü: h0 ∈ Q(p0,MA (µ, 1)); ξ1, ξ2 ∈ Tp0M , ξ1(h0) = ξ2(h0).

Òîãäà ξ1 = ξ2.

2) Ïóñòü: h ∈ Q(p0,MA (µ, 1)), A ∈ RNr . Îáîçíà÷èì:

ξk(h) = Ak0·Dk0h
k ïðè h ∈ Q(p0,MA (µ, 1)). (14.19)

Òîãäà: ξ ∈ Tp0M , ξ(h0) = A.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Áóäåì äîêàçûâàòü êàæäûé ïóíêò.
1. Ïóñòü: h ∈ Q(p0,MA (µ, 1)), k = 1, N . Òîãäà:

ξk1 (h) = ξk01 (h0)Dk0h
k = ξk02 (h0)Dk0h

k = ξk2 (h). (14.20)

Ñëåäîâàòåëüíî, ξ1(h) = ξ2(h). Òîãäà ξ1 = ξ2.

2. Î÷åâèäíî, ÷òî ξ ∈ T̃p0M . Ïóñòü: h1, h2 ∈ Q(p0,MA (µ, 1)), k′ = 1, N . Òîãäà:

ξk(h1)·Dkh
k′

2 =
(
Ak0·Dk0h

k
1

)
·Dkh

k′

2 = Ak0
(
Dk0h

k
1·Dkh

k′

2

)
=

= [ïî çàêîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ] = Ak0Dk0h
k′

2 = ξk
′
(h2). (14.21)

Ñëåäîâàòåëüíî, ξ ∈ Tp0M .
Ïóñòü m0 = 1, N . Òîãäà:

ξm0(h0) = Ak0Dk0h
m0
0 = Ak0·δm0

k0
= Am0 . (14.22)

Ñëåäîâàòåëüíî:
ξ(h0) = A. (14.23)

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Èòàê, ìû èìååì îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó ñòîëáöó A ñòàâèò â ñîîòâåò-

ñòâèå êàñàòåëüíûé âåêòîð (âåêòîð êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà), ïðè÷¼ì åäèíñòâåí-
íûé âåêòîð.
Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå � ýòî èçîìîðôèçì èç RNr â Tp0M ,

çíà÷èò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàþò. Òî åñòü:

dim (Tp0M) = N. (14.24)

Çàìå÷àíèå 14.6. Ïóñòü: N ∈ N; (M,µ) � C1-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå, dim ((M,µ)) =
N; p0 ∈M .
Ïóñòü: h0 ∈ Q(p0,MA (µ, )), k0 = 1, N . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ek0(p0, h0) âåêòîð, óäî-

âëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

1) ek0(p0, h0) ∈ Tp0M ; (14.25)

2) ek0(p0, h0)(h0) = Ik0 =



0
...
0
1
0
...
0


→ k-é íîìåð ñòðîêè. (14.26)

Ïóñòü: h ∈ Q(p0,MA (µ, 1)), m = 1 < N . Òîãäà:

(ek0(p0, h0)(h))m =

ek0(p0, h0)(h0)︸ ︷︷ ︸
Ik0


m0

·Dm0h
m = δm0

k0
·Dm0h

m. (14.27)
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Ïóñòü: h1, h2 ∈ Q(p0, µ), k′ = 1, N . Ïóñòü äàëåå h3 ∈ Q(p0,MA (µ, 1)).
Òîãäà:

ek′(p0, h2)(h3) = Dk′h3 = Dk′h
k
1·Dkh3 = Dk′h

k
1·ek(p0, h3). (14.28)

Ñëåäîâàòåëüíî:
ek′(p0, h2) = Dk′h

k
1·ek(p0, h3) (14.29)

Èòàê, ìû ïîñòðîèëè âåêòîðà ek èç ñòîëáöîâ åäèíè÷íîé ìàòðèöû ïóò¼ì èçîìîð-
ôèçìà. Ñòîëáöû åäèíè÷íîé ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ñëåäîâàòåëüíî è âåêòîðà
ek òîæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òàê êàê êîëè÷åñòâî òàêèõ âåêòîðîâ ek ðàâíî ðàçìåð-
íîñòè êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, òî ñàìè âåêòîðà ek îáðàçóþò áàçèñ â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå.
Ïóñòü h ∈ Q(p0, µ). Òîãäà e1(p0, h0), . . . , eN(p0, h0) � áàçèñ â Tp0M(ãîëîíîìíûé

áàçèñ).
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî áàçèñà â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî

ïîäîáðàòü òàêóþ êîîðäèíàòíóþ êàðòó, äëÿ êîòîðîé ýòîò áàçèñ áóäåò ãîëîíîìíûì.
Òî åñòü, ãîëîíîìíîñòü áàçèñà � ýòî ñâîéñòâî âçàèìîîòíîøåíèÿ áàçèñà è êîîðäèíàò-
íîé êàðòû (ãîëîíîìíûé áàçèñ äëÿ êîîðäèíàòíîé êàðòû � ýòî òîò áàçèñ, êîòîðûé
ñîîòâåòñòâóåò äàííîé êîîðäèíàòíîé êàðòå).
Äëÿ ðàáîòû òîëüêî ñ ãîëîíîìíûìè áàçèñàìè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå íóæíî ïîíÿ-

òèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äåëî â òîì, ÷òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàáîòàåì
èñêëþ÷èòåëüíî ñ áàçèñîì, ïîðîæä¼ííûì äàííîé êîîðäèíàòíîé êàðòîé, è, ñîîòâåò-
ñòâåííî âñå ñâîéñòâà ïðèïèñûâàòü êîîðäèíàòíîé êàðòå, íî äëÿ òîãî, ÷òîáû âûéòè
èç îãðàíè÷åíèÿ è íà÷àòü ðàáîòàòü è ñ íåãîëîíîìíûìè áàçèñàìè, íóæíî ïîíÿòèå
êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ìû æå â äàííîì êóðñå áóäåì ðàáîòàòü òîëüêî ñ ãîëîíîìíûìè áàçèñàìè, íî ÷òîáû

èìåòü âîçìîæíîñòü âûéòè èç îïèñàííîãî âûøå îãðàíè÷åíèÿ, ìû áóäåì èìåòü ââèäó
ïîíÿòèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Íî, ÷òîáû íå ðàçâèâàòü èäåþ î êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, ìû áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî âñå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû (â òîì ÷èñëå è òåíçîðû) çàâèñÿò íå îò áàçèñà, à îò
ïîðîæäàþùåé åãî êîîðäèíàòíîé êàðòû.
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Ëåêöèÿ 15

Ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò â êâàçèìíîãîîáðàçèè

Çàìå÷àíèå 15.1. Ïóñòü: N ∈ N; (M,µ)� C1-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå,
dim ((M,µ)) = N; p0 ∈M .
Ïóñòü s ∈ Z+.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A � ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò ñòåïåíè s â òî÷êå p0, åñëè:

A : Q(p0, µ)⇒ R(N,s). (15.1)

Íàïîìíèì, ÷òî ñèìâîëîì R(N,s) ìû îáîçíà÷àåì ÷èñëîâîé íàáîð, èìåþùèé s èíäåê-
ñîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò ïðèíèìàòü öåëûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî N , à êîìïîíåíòû
ýòîãî íàáîðà � âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Îäèí ðàç ïîÿñíèì, êàê áû ìû äåéñòâîâàëè, åñëè áû ìû áûëè íàöåëåíû íà èñ-

ïîëüçîâàíèå ïðîèçâîëüíûõ, â òîì ÷èñëå íåãîëîíîìíûõ, áàçèñîâ.
Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ïîâåðõíîñòü, è íà íåé âûáðàíà íåêîòîðàÿ òî÷êà

p0 (Ñì. ðèñ. 15.1).

p0

Ðèñ. 15.1. ¾Ïîäâèæíûé ðåï�åð¿ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå

Îäíàêî êîîðäèíàòíàÿ êàðòà h ïîðîæäàåò áàçèñ íå òîëüêî â òî÷êå p0, íî è â êàæ-
äîé òî÷êå êâàçèìíîãîîáðàçèÿ, òî åñòü h ïîðîæäàåò ïîëå áàçèñîâ (â äèôôåðåíöè-
àëüíîé ãåîìåòðèè ýòî ïîëå íàçûâàåòñÿ ¾ïîäâèæíûì ðåï�åðîì¿), è ãåîìåòðè÷åñêèé
îáúåêò îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ôóíêöèÿ áàçèñíûõ îêðåñòíîñòåé òî÷êè p0.
Íî ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðàêòè÷åñêè èñêëþ÷èòåëüíî ãîëîíîìíûìè áàçèñàìè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç (Gp0 ,M)s ìíîæåñòâî âñåõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñòåïåíè s â

òî÷êå p0.

Òåíçîð â òî÷êå êâàçèìíîãîîáðàçèÿ

Òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê òåíçîðàì, íî íà ýòîò ðàç íå ê ïðîèçâîëüíûì òåíçîðàì, à ê
òåíçîðàì â òî÷êàõ ãëàäêîãî êâàçèìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü: s1, s2 ∈ Z+. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A � òåíçîð ïîðÿäêà

(
s2
s1

)
â òî÷êå p0,

åñëè:

1) A ∈ (Gp0 ,M)s1+s2 ; (15.2)

2) A
j′1,...,j

′
s2

i′1,...,i′s1
(h2) = A

j1,...,js2
i1,...,is1

(h1)·Dj1h
j′1
2 · . . . ·Djs2

h
j′s2
2 ·Di′1

hi11 · . . . ·Di′s1
h
is1
1 (15.3)
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ïðè h1, h2 ∈ Q(p0, µ).
Íàïîìèíàåì, ÷òî íà ïðîòÿæåíèè âñåãî äàííîãî êóðñà ìû ïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì

ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè. Íåòðóäíî óâèäåòü ïðèíöèï çàïè-
ñè èíäåêñîâ â (15.3): ÷òîáû ïåðåéòè îò ñòàðîé êîîðäèíàòíîé êàðòû h1 â íîâóþ h2
íóæíî çàïèñàòü òåíçîð A â ñòàðîé êîîðäèíàòíîé êàðòå, à ïîòîì ïîî÷åð¼äíî çàìå-
íÿòü èíäåêñû, òàê ÷òîáû çàìåíèòü âåðõíèé èíäåêñ j1 íóæíî ïîñòàâèòü åãî åù¼ ðàç
ñíèçó (÷òîáû ¾ñðàáîòàëî¿ ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà, è èíäåêñ óáðàëñÿ),
çíà÷èò åãî ñòàâèì â èíäåêñ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî (ðàç ýòî ñòàðûé
èíäåêñ, à íå íîâûé è ñòàðûì èíäåêñîì îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ)
äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ñòàðîé êîîðäèíàòíîé êàðòå h1, çíà÷èò ïðîèç-
âîäíàÿ áåð¼òñÿ îò íîâîé êîîðäèíàòíîé êàðòû h2 ïîñêîëüêó ñòàðûé èíäåêñ ìû õîòèì
çàìåíèòü íà íîâûé, òî â âåðõíèé èíäåêñ ýòîé íîâîé êîîðäèíàòíîé êàðòû ñòàâèòñÿ
èíäåêñ j′1 íà êîòîðûé ìû è õîòèì çàìåíèòü ñòàðûé èíäåêñ. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì
ñî âñåìè îñòàëüíûìè âåðõíèìè è íèæíèìè èíäåêñàìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (Tp0M) s2s1 ìíîæåñòâî âñåõ òåíçîðîâ ïîðÿäêà

(
s2
s1

)
â òî÷êå p0.

Ââåä¼ì ïîíÿòèå ïîëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

Çàìå÷àíèå 15.2. Ïóñòü: N ∈ N; (M,µ)� C1-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå,
dim ((M,µ)) = N.
Ïóñòü s ∈ Z+.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A � ïîëå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñòåïåíè s â ïðîñòðàí-

ñòâå (M,µ), åñëè:

1) A � ôóíêöèÿ;

2) D(A) ⊆M ;

3) ∀p ∈ D(A) âåðíî, ÷òî: (
A(p) ∈ (Gp ,M)s

)
. (15.4)

Ýòî ïîëå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ A íàçûâàþò ¾ñå÷åíèåì ðàññëîåíèÿ¿ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

Îïðåäåëåíèå 15.1. Ïóñòü: N ∈ N, r0 ∈ N; (M,µ)� C1-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå,
dim ((M,µ)) = N; s ∈ Z+, A � ïîëå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñòåïåíè s â (M,µ).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A � Cr0-ãëàäêîå ïîëå, åñëè:

1) D(A) � ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî â (M,µ);

2) ∀h((h ∈ µ) ∧ (D(A)
⋂
D(h) 6= ∅)):(

{A(p, h)}
∣∣∣
p∈D(A)

⋂
D(h)

� Cr0-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ

)
. (15.5)

Ïîÿñíèì, â ýòîì îïðåäåëåíèè A � ýòî ïîëå, òîãäà A(p) � ýòî ãåîìåòðè÷åñêèé
îáúåêò, à êàê ìû çíàåì, ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò � ýòî ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò
â êà÷åñòâå àðãóìåíòà áàçèñ è âûäà¼ò â ðåçóëüòàòå ÷èñëîâîé íàáîð, òîãäà A(p)(h)
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(õîòÿ îáû÷íî ïèøóò A(p, h), íî ýòà çàïèñü íå ÿâëÿåòñÿ, ñòðîãî ãîâîðÿ, âåðíîé) �
ýòî ÷èñëîâîé íàáîð (êàê ãîâîðÿò, ðåçóëüòàò ðàçëîæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà
A(p) ïî ïîäâèæíîìó ðåï�åðó), ïðè÷¼ì êîîðäèíàòíàÿ êàðòà h çäåñü âûñòóïàåò íå ïî
ñâîåìó ïðÿìîìó íàçíà÷åíèþ, à êàê îáúåêò ïîðîæäàþùèé ãîëîíîìíûé áàçèñ.
Òàêèì îáðàçîì, {A(p, h)} � ýòî îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà M â ïðîñòðàíñòâî

÷èñëîâûõ íàáîðîâ R(N,s).

Óòâåðæäåíèå 15.1. Ïóñòü: N ∈ N, r ∈ N, r0 ∈ N, r ≥ r0 + 1; (M,µ)� Cr-ãëàäêîå
êâàçèìíîãîîáðàçèå, dim ((M,µ)) = N; s1, s2 ∈ Z+, A � òåíçîðíîå ïîëå ïîðÿäêà(
s2
s1

)
â ïðîñòðàíñòâå (M,µ).

Ïóñòü âåðíî, ÷òî:

1) D(A) � ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (M,µ);

2) ∀p0 ∈ D(A) ∃h1 ∈ Q(p0, µ) ∃h2 ∈ Q(p0, µ) ∃ω ((ω � îêðåñòíîñòü òî÷êè p0)∧
∧(ω ⊆ D(h1)) ∧ (ω ⊆ D(h2))):{

A
(
h−12 (x), h1

)} ∣∣∣
x∈h[D(A)

⋂
ω]
∈ Cr0

(
h
[
D(A)

⋂
ω
]

;RNr ,R(N,s)
)
. (15.6)

Òîãäà A � Cr0-ãëàäêîå òåíçîðíîå ïîëå.

Â ýòîì óòâåðæäåíèè êîîðäèíàòíàÿ êàðòà h−12 ñîçäà¼ò çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàòû
x, à êîîðäèíàòíàÿ êàðòà h1 ïîðîæäàåò ãîëîíîìíûé áàçèñ.
Ïðîêîììåíòèðóåì äàííîå óòâåðæäåíèå. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü âìåñòî ïðîèçâîëüíî-

ñòè êîîðäèíàòíîé êàðòû ãîâîðèòñÿ ëèøü î å¼ ñóùåñòâîâàíèè.
Òóò ïðèä¼òñÿ äîêàçûâàòü, ÷òî â ëþáîé êîîðäèíàòíîé êàðòå áóäåò èìåòü ìåñòî

ãëàäêîñòü, ïðè ýòîì ïðèä¼òñÿ ïðåîáðàçîâûâàòü êîîðäèíàòû, ñîîòâåòñòâåííî, áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìà î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè, è ïðèä¼òñÿ ïå-
ðåõîäèòü îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó, òî åñòü, áóäåò çàäåéñòâîâàí òåíçîðíûé çàêîí
ïðåîáðàçîâàíèÿ, â êîòîðûé âõîäÿò ïåðâûå ïðîèçâîäíûå. Îíè ïîíèçÿò îäíó åäèíèöó
ãëàäêîñòè, ïîýòîìó ìåæäó ãëàäêîñòüþ êâàçèìíîãîîáðàçèÿ è ãëàäêîñòüþ òåíçîðíîãî
ïîëÿ ñäåëàí ¾çàçîð¿, è r ≥ r0 + 1.
Åñëè ìû òåïåðü ïîïðîáóåì ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü òåíçîðíîå ïîëå, íàïðèìåð ïî-

ïðîáóåì âû÷èñëèòü êîíñòðóêöèþ âèäà:

Dk(p, h) A
j1,...,js2
i1,...,is1

∣∣∣
p=p0

,

òî íà âûõîäå ìû òîæå ïîëó÷èì ïîëå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, íî ýòî ïîëå íå áóäåò
òåíçîðíûì (èñïîðòèòñÿ õàðàêòåð ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ), ÷òî íåäîïóñòèìî äëÿ
ëþáûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.

Óòâåðæäåíèå 15.2. Ïóñòü: N ∈ N; (M,µ)� C2-ãëàäêîå êâàçèìíîãîîáðàçèå,

dim ((M,µ)) = N; s1, s2 ∈ Z+, A � C1-ãëàäêîå òåíçîðíîå ïîëå ïîðÿäêà

(
s2
s1

)
â

(M,µ).
Ïóñòü: p ∈M , h1, h2 ∈ Q(p, µ), k′,m′, n′ = 1, N .
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Îáîçíà÷èì:

Γn
′

k′,m′(p, h1, h2) = D2
k′,m′(p, h2)︸ ︷︷ ︸

Dk′ (p,h2)Dm′ (p,h2)

hn1 (p)·Dn(p, h1)h
n′

2 (p). (15.7)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî (15.7) � ýòî íå ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò, à êîí-
ñòðóêöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïåðåõîäîì îò îäíîé êîîðäèíàòíîé êàðòû ê äðóãîé.
Ïóñòü: p ∈ D(A), h1, h2 ∈ Q(p, µ); j′1, . . . , j

′
s2 , i

′
1, . . . , i

′
s1 = 1, N .

Òîãäà:

Dk

(
A
j1,...,js2
i1,...,is1

)
·Dj1h

j′1
2 · . . . ·Djs2

h
j′s2
2 ·Di′1

hi11 · . . . ·Di′1
h
is1
1 ·Dk′h

k
1 =

= Dk′

(
A
j′1,...,j

′
s2

i′1,...,i
′
s1

)
+ Γ

j′1
k′,m′A

m′,j′2,...,j
′
s2

i′1,...,i
′
s1

+ . . .+ Γ
j′s2
k′,m′A

j′1,...,j
′
s2−1,m

′

i′1,...,i
′
s1

−

− Γm
′

k′,i′1
A
j′1,...,j

′
s2

m′,i′2,...,i
′
s1

− . . .− Γm
′

k′,i′s1
A
j′1,...,j

′
s2

i′1,...,i
′
s1−1,m

′ . (15.8)

Íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ââèäó áîëüøîãî ÷èñëà
òðåáóåìûõ äëÿ çàïèñè ñèìâîëîâ, ÷òî âûçîâåò òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè, à äîêàæåì åãî
ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà s1 = 1, s2 = 1. Äîêàçàòåëüñòâî îáùåãî ñëó÷àÿ ïðåäëàãàåòñÿ
ïðîäåëàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.
Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü: s1 = 1, s2 = 1. Ïóñòü: p ∈ D(A); h1, h2 ∈ Q(p, µ), j′, i′, k′ = 1, N .
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Òîãäà (ñ ó÷¼òîì ïðàâèëà âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé îò ïðîèçâåäåíèÿ):

Dk

(
A j
i

)
·Djh

j′

2 ·Di′h
i
1·Dk′h

k
1 = [ ïî çàêîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ] =

= Dk′
(
A j
i

)︸ ︷︷ ︸
Dk′ (p,h2)(A

j
i (p,h1))

·Djh
j′

2 ·Di′h
i
1 =

 âûðàçèì êîìïîíåíòû A j
i â

ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç

êîìïîíåíòû íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

 =

= Dk′

(
A j̃′

ĩ′
·Dj̃′h

j
1 ·Dih

j̃′

2

)
Djh

j′

2 ·Di′h
i
1 =

= Dk′

(
A j̃′

ĩ′
·Dj̃′h

j
1 ·Dih

ĩ′
2 ·Di′h

i
1

)
·Djh

j′

2 − A
j̃′

ĩ′
·Dj̃′h

j
1 ·Dih

ĩ′
2 ·Djh

j′

2 ·D2
k′,i′h

i
1 =

= Dk·

A j̃′

ĩ′
·Dj̃′h

j
1 ·Di′h

i
1·Dih

ĩ′
2︸ ︷︷ ︸

=Di′h
ĩ′
2 =δ ĩ

′
i′

·Djh
j′

2 − A
j̃′

ĩ′
·Dj̃′h

j
1 ·Dih

ĩ′
2 ·Djh

j′

2 ·D 2
k′,i′h

i
1 =

= Dk′

(
A j̃′

i′ ·Dj̃′h
j
1

)
·Djh

j′

2 − A
j̃′

ĩ′
·Dj̃′h

j
1 ·Dih

ĩ′
2 ·Djh

j′

2 ·D 2
k′,i′h

i
1 =

= Dk′

(
A j̃′

i′ ·Dj̃′h
j
1

)
·Djh

j′

2 − A
j̃′

ĩ′
·Dih

ĩ′
2 ·Dj̃′h

j
1 ·Djh

j′

2︸ ︷︷ ︸
=D

j̃′h
j′
2 =δ j̃

′
j′

·D 2
k′,i′h

i
1 =

= Dk′

(
A j̃′

i′ ·Dj̃′h
j
1

)
·Djh

j′

2 − A
j′

ĩ′
·Dih

ĩ′
2 ·D 2

k′,i′h
i
1 =

= Dk′

(
A j̃′

i′ ·Dj̃′h
j
1

)
·Djh

j′

2 −D 2
k′,i′h

i
1·Dih

ĩ′
2 ·A

j′

ĩ′
=

= Dk′A
j̃′

i′ ·Dj̃′h
j
1 ·Djh

j′

2︸ ︷︷ ︸
D
j̃′h

j′
2 =δ j

′

j̃′

+A j̃′

i′ ·D
2
k′,j̃′

h j1 ·Djh
j′

2 −D 2
k′,i′h

i
1·Dih

ĩ′
2 ·A

j′

ĩ′
(15.9)

Â ñëàãàåìîì, ïîä÷¼ðêíóòîì îäíîé ÷åðòîé â (15.9), ïåðåìåííûå j̃′ è j ÿâëÿþòñÿ
ñâÿçàííûìè (òî åñòü, ïî ïðàâèëó ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà, îíè óéäóò ïðè ñóì-
ìèðîâàíèè), ñîîòâåòñòâåííî, íå âàæíî, êàê èõ îáîçíà÷àòü. Òîãäà ïåðåèìåíóåì ýòè
ïåðåìåííûå, îáîçíà÷èì j̃′ = m′ è j = n. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñî ñëàãàåìûì, ïîä-
÷¼ðêíóòûì äâóìÿ ÷åðòàìè, à èìåííî â í¼ì ïåðåîáîçíà÷èì: i = n è ĩ′ = m′. Ñ ó÷¼òîì
ýòîãî ïîëó÷èì, ñ ó÷¼òîì (15.7), ÷òî (15.9) ïðèìåò âèä:

Dk′A
j′

i′ +D 2
k′,m′h

n
1 ·Dnh

j′

2 ·Am′

i′ −D 2
k′,m′h

n
1 ·Dnh

m′

2 ·A
j′

m′ =

= Dk′A
j′

i′ + Γ j′

k′,m′A
m′

i′ − Γm′

k′,i′A
j′

m′ . (15.10)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Èòàê, ìû ñôîðìèðîâàëè ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì âïîñëåäñòâèè è áóäåì ðàáîòàòü,

è ïîñòàâèëè çàäà÷ó: íàéòè äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, êîòîðûå, äåéñòâóÿ íà
òåíçîðíûå ïîëÿ, äàþò íà âûõîäå ñíîâà òåíçîðíûå ïîëÿ.
Òàêèõ îïåðàòîðîâ, êîíå÷íî, ìíîãî. Ñåé÷àñ ìû êîðîòêî ðàññêàæåì ïðî äâà èç íèõ.
Ïåðâûé � ýòî ¾êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ¿. Îí ïîçâîëÿåò äèôôåðåíöèðîâàòü

ëþáûå ïîëÿ è îí ïîõîæ íà îáîáùåíèå îáû÷íîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé. Îäíàêî îí
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èìååò ìèíóñ: äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòîò îïåðàòîð ðàáîòàë, íóæíî ñîçäàòü íà ãëàäêîì
êâàçèìíîãîîáðàçèè íîâîå (íå òåíçîðíîå) ïîëå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, êîòîðîå
áóäåò íàçûâàòüñÿ ¾àôèííîé ñâÿçíîñòüþ¿. Ýòî ïîëå îòâå÷àåò çà êîâàðèàíòíóþ ïðî-
èçâîäíóþ è, òàê íàçûâàåìûé ¾ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ¿, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò ïðè-
âû÷íîãî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà.
×òîáû ïîíÿòü, ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò ¾ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ¿ ïðåäñòàâèì

íà íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè (íàøåì êâàçèìíîãîîáðàçèè) äâå òî÷êè, êîòîðûå ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé (Ñì. ðèñ. 15.2).

A

TA

Ðèñ. 15.2. Ñìûñë ¾ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà¿ äëÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé

Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ¾ïàðàëëåëüíîå ïîëå òåíçîðîâ¿, è çíà÷åíèåì ýòîãî ïîëÿ
âî âòîðîé òî÷êå áóäåò íàçûâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì ¾ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà¿ ïåðâîé
òî÷êè (íà ðèñóíêå TA � ýòî çíà÷åíèå ¾ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà¿ òî÷êè A), íî îí
áóäåò çàâèñåòü îò ôîðìû êðèâîé.
Äðóãîé îïåðàòîð � ¾âíåøíèé äèôôåðåíöèàë¿, îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ íå îäíó ÷àñò-

íóþ ïðîèçâîäíóþ, è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êîíñòðóêöèé òèïà ðîòîðà, äèôåðãåíöèè,
ãðàäèåíòà è òàê äàëåå.
Ìèíóñàìè ýòîãî îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ:

1) Îí íå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé;

2) Ýòîò îïåðàòîð äåéñòâóåò òîëüêî íà ïîëÿ ñ íèæíèìè èíäåêñàìè è àíòèñèììåò-
ðè÷íûå, òàê íàçûâàåìûå ¾äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû¿.
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