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Òåîðèÿ êðèâûõ

Îïðåäåëåíèå 1.1. Êðèâîé â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ
åãî ïîäìíîæåñòâî γ ⊂ Rn(x1, . . . , xn), çàäàííîå îäíèì èç òð¼õ ëîêàëüíî ýêâèâàëåíò-
íûõ ñïîñîáîâ:

� êàê îáðàç îòîáðàæåíèÿ r : I → Rn. Èíà÷å ãîâîðÿ, çàäàþòñÿ êîîðäèíàòíûå
ôóíêöèè xi = xi(t), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, òî åñòü áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìûìè. Âåëè÷èíà t íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì.

� êàê ãðàôèê âåêòîð-çíà÷íîé ôóíêöèè.

x1

x2

x2 = f(x1)

Ðèñ. 1.1. Ïðèìåð çàäàíèÿ êðèâîé ñ ïîìîùüþ ãðàôèêà â äâóìåðíîì ñëó÷àå.

� êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ F (x1, x2) = 0, ïðè÷¼ì ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿ-

åòñÿ íåâûðîæäåííûì, òî åñòü dF
∣∣∣
γ
6= 0.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Åñëè êðèâàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèì îáðàçîì, òî âñåãäà îïðå-
äåë¼í âåêòîð ñêîðîñòè

ṙ(t) =
dr(t)

dt
. (1.1)

Îïðåäåëåíèå 1.3. Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè ∀t ṙ(t) 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Äëèíà ãëàäêîé êðèâîé r(t), ãäå t ∈ [a; b], îïðåäåëÿåòñÿ êàê

l(γ) =

b∫

a

‖ṙ(t)‖dt. (1.2)

Çäåñü ‖ṙ(t)‖ � íîðìà âåêòîðà ñêîðîñòè ṙ(t).
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r(t)

ṙ(t)

Ðèñ. 1.2. Âåêòîð ñêîðîñòè ṙ(t).

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïàðàìåòð s íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíûì, åñëè

s2 − s1 = l(γ), (1.3)

ãäå l(γ) � äëèíà êðèâîé, ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé íà îòðåçêå [s1; s2].

Çàìå÷àíèå 1.1. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ‖ṙ(t)‖ = 1.

Óòâåðæäåíèå 1.1. Åñëè ïàðàìåòð s � íàòóðàëüíûé, òî

〈ṙ(s), r̈(s)〉 = 0. (1.4)

r(s)

ṙ(s)

r̈(s)

Ðèñ. 1.3. Ñêîðîñòü ṙ(s) è óñêîðåíèå r̈(s) äëÿ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íîðìà âåêòîðà ñêîðîñòè ïðè íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ðàâíà
åäèíèöå:

‖ṙ(s)‖2 = 〈ṙ(s), ṙ(s)〉 = 1.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî âûðàæåíèå ïî ïàðàìåòðó:

0 =
d

ds
〈ṙ(s), ṙ(s)〉 =

〈
dṙ(s)

ds
, ṙ(s)

〉
+

〈
ṙ(s),

dṙ(s)

ds

〉
= 2〈ṙ(s), r̈(s)〉.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Êðèâèçíà êðèâîé r(s), ãäå s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê

k(s) = ‖r̈(s)‖. (1.5)

6

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


КЛАССИЧЕСКАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ. СЕМИНАРЫ.

ИВАНОВ АЛЕКСАНДР ОЛЕГОВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Îïðåäåëåíèå 1.7. Åñëè êðèâèçíà êðèâîé k(s) 6= 0 (ò.å. r̈(s) 6= 0), òî ãëàâíîé
íîðìàëüþ íàçûâàåòñÿ âåêòîð

n(s) =
r̈(s)

‖r̈(s)‖ . (1.6)

Îïðåäåëåíèå 1.8. Êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ r̈(s) 6= 0, íàçûâàþòñÿ áèðåãóëÿðíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè n ó íàòóðàëüíî ïàðà-
ìåòðèçîâàííîé êðèâîé, îáëàäàþùåé íåíóëåâîé êðèâèçíîé, â êàæäîé òî÷êå îïðåäå-
ëåíà ïàðà îðòîãîíàëüíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ṙ(s) ≡ v(s) è n(s). Â êàæäîé òî÷êå

r(s)
ṙ(s) = v(s)

n(s)

Ðèñ. 1.4. Ñêîðîñòü v(s) è ãëàâíàÿ íîðìàëü n(s) áèðåãóëÿðíîé íàòóðàëüíî ïàðàìåò-
ðèçîâàííîé êðèâîé.

êðèâîé ìîæíî ïîñòðîèòü öåëóþ íîðìàëüíóþ ïëîñêîñòü ðàçìåðíîñòè n−1, â êîòîðîé
áóäåò ñóùåñòâîâàòü îäíî âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå, êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé
íîðìàëüþ.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Â ñëó÷àå, êîãäà dimRn = 2, ïàðà âåêòîðîâ (v(s), n(s)) îáðàçóþò
áàçèñ, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ðåï�åðîì Ôðåíå â òî÷êå r(s).

Öèêëîèäà

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî öèêëîèä (Ðèñ. 1.5). Ýòî òðàåêòîðèè ðàçëè÷íûõ òî÷åê îêðóæ-

R

P1

P2

P3

P1(t)P2(t)

P3(t)

Ðèñ. 1.5. Ñåìåéñòâî öèêëîèä.

íîñòè ðàäèóñà R, âîçíèêàþùèå ïðè å¼ êà÷åíèè ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè áåç
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ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Òðàåêòîðèÿ òî÷êè P1, íàõîäÿùåéñÿ íà îáîäå, íàçûâàåòñÿ êëàñ-
ñè÷åñêîé öèêëîèäîé; òî÷êè P2 � ãèïîöèêëîèäîé; òî÷êè P3 � ãèïåðöèêëîèäîé.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè öèêëîèäû äëÿ òî÷êè P1 â ïàðàìåòðè÷åñêîì âè-

äå. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì íà ïëîñêîñòè êîîðäèíàòû x è y è íàéä¼ì èõ çàâèñèìîñòü îò t.
Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà t óãîë, íà êîòîðûé ïîâîðà÷èâàåòñÿ òî÷êà P1 âîêðóã
öåíòðà îêðóæíîñòè (Ðèñ. 1.6). Óñëîâèå êà÷åíèÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî

x

y

P1

C

R

P1(t)

t

Ðèñ. 1.6. Ê çàäà÷å î öèêëîèäå.

ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå ñìåùàåòñÿ òî÷êà êàñàíèÿ ïðè ïîâîðîòå, ðàâíî äëèíå äóãè
îêðóæíîñòè, ïðîéäåííîé òî÷êîé P1, òî åñòü |P1C| = |CP1(t)| = tR. Ïàðàìåòðèçàöèÿ
öèêëîèäû èìååò âèä {

x(t) = tR−R sin(t),

y(t) = R−R cos(t).
(1.7)

Â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà íå ëåæèò íà îêðóæíîñòè, ôîðìóëû ïðèíèìàþò âèä
{
x(t) = tR−R1 sin(t),

y(t) = R−R1 cos(t),
(1.8)

ãäå R1 � ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî öåíòðà êàòÿùåéñÿ îêðóæíîñòè. Ïðè R1 < R
ïîëó÷àåì öèêëîèäó äëÿ òî÷êè P2, à ïðè R1 > R � äëÿ òî÷êè P3.

Âû÷èñëåíèå êðèâèçíû êðèâîé è å¼ ðåïåðà Ôðåíå

Îïðåäåë¼ííàÿ ñëîæíîñòü ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå íåîáõîäèìûå ôîðìó-
ëû íàïèñàíû äëÿ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè, à ôîðìóëû ïåðåõîäà ê íàòóðàëü-
íîìó ïàðàìåòðó òðåáóþò èíòåãðèðîâàíèÿ íîðìû âåêòîðà ñêîðîñòè

s(t) =

t∫

0

‖ṙ(τ)‖dτ, (1.9)

÷òî ìîæåò áûòü äîâîëüíî òðóäíîé çàäà÷åé.
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Óòâåðæäåíèå 1.2. Ïóñòü r(t) � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ, à t � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð,
òîãäà êðèâèçíà ýòîé êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

k(t) =
|ṙ(t)× r̈(t)|
‖ṙ(t)‖3

. (1.10)

Çàìå÷àíèå 1.2. Ôîðìóëà (1.10) çàïèñàíà äëÿ ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåð-
íîñòè. ×èñëèòåëü ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà
ïàðó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ṙ(t) è r̈(t), êîòîðûå îïðåäåëÿþò äâóìåðíóþ
ïëîñêîñòü. Åñëè ýòè âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìû, òî âûðàæåíèå â ÷èñëèòåëå îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü. Â ñëó÷àå, êîãäà dimRn = 2 è êðèâàÿ çàäà¼òñÿ êàê

(
x(t); y(t)

)
, òîãäà

êðèâèçíà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

k(t) =
|ẋÿ − ẏẍ|

(ẋ2 + ẏ2)3/2
. (1.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû ñòðîèòñÿ â äâà ýòàïà: ñïåðâà ïðîâåðÿ-
åì, ÷òî ôîðìóëà âåðíà äëÿ íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà, çàòåì ïîêàçûâàåì, ÷òî îíà
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïàðàìåòðà.
Ïóñòü ïàðàìåòð ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì, òîãäà

‖ṙ(s)‖ = 1, 〈ṙ(s), r̈(s)〉 = 0,

òîãäà íàø ïàðàëëåëîãðàìì îêàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì, è

k(s) =
‖ṙ(s)‖ · ‖r̈(s)‖
‖ṙ(s)‖3

= ‖r̈(s)‖,

÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì êðèâèçíû íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé
êðèâîé.
Òåïåðü âûïîëíèì çàìåíó ïàðàìåòðà. Ïîñìîòðèì, êàê ïðåîáðàçóþòñÿ ïðîèçâîä-

íûå:
dr

dt
=
dr

ds
· ds
dt
,

d2r

dt2
=

d

dt

(
dr

ds
· ds
dt

)
=
d2r

ds2
·
(
ds

dt

)2

+
dr

dt
· d

2s

dt2
.

Ïîäñòàâèì ýòî â âûðàæåíèÿ äëÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ:

∣∣∣∣
dr

dt
× d2r

dt2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
dr

ds
· ds
dt
×
(
d2r

ds2
·
(
ds

dt

)2

+
dr

dt
· d

2s

dt2

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
dr

ds
· ds
dt
× d2r

ds2
·
(
ds

dt

)2
∣∣∣∣∣+ 0 =

=

∣∣∣∣
ds

dt

∣∣∣∣
3

·
∣∣∣∣
dr

ds
× d2r

ds2

∣∣∣∣ ,
∥∥∥∥
dr

dt

∥∥∥∥
3

=

∣∣∣∣
ds

dt

∣∣∣∣
3

·
∥∥∥∥
dr

ds

∥∥∥∥
3

.

Ïîäåëèâ îäíî íà äðóãîå, ìû âèäèì, ÷òî ìíîæèòåëü
∣∣ds
dt

∣∣3 â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå
ñîêðàùàåòñÿ, è ïîëó÷àåòñÿ èçíà÷àëüíîå âûðàæåíèå äëÿ êðèâèçíû.
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Çàìå÷àíèå 1.3. Èç äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð óñêîðå-
íèÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè, îáðàçîâàííîé âåêòîðàìè ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ â íàòóðàëü-
íîé ïàðàìåòðèçàöèè:

d2r

dt2
= a · d

2r

ds2
+ b · dr

ds
.

Òó æå ñàìóþ ïëîñêîñòü çàäàþò âåêòîðà ṙ(t) è r̈(t), åñëè òîëüêî îíè íå ÿâëÿþòñÿ

r(s)

ṙ(t)

r̈(t)

v(s)

n(s)

Ðèñ. 1.7. Âåêòîðû ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè.

ëèíåéíî çàâèñèìûìè. Ïîýòîìó îäíèì èç ñïîñîáîâ íàéòè ãëàâíóþ íîðìàëü � íàéòè
ïëîñêîñòü (r̈(t), ṙ(t)) è â ýòîé ïëîñêîñòè ïîñòðîèòü åäèíè÷íûé âåêòîð, îðòîãîíàëü-
íûé ñêîðîñòè.

Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ êðèâèçíû

Ïðÿìàÿ ëèíèÿ. Ïàðàìåòðè÷åñêè ïðÿìàÿ çàäà¼òñÿ êàê íàáîð ôóíêöèé

xi(t) = vit+ pi, i = 1, . . . , n.

Îíà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé êðèâîé, ïîñêîëüêó ṙ(t) = v 6= 0, íî íå ÿâëÿåòñÿ áè-

P = (p1, . . . , pn)

v = (v1, . . . , vn)

Ðèñ. 1.8. Ïðÿìàÿ ëèíèÿ ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì v.

ðåãóëÿðíîé, òàê êàê r̈(t) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ãëàâíàÿ íîðìàëü ïðÿìîé ëèíèè íå
îïðåäåëåíà. Îäíàêî å¼ êðèâèçíà îïðåäåëåíà è ðàâíà k(t) ≡ 0, ÷òî ñëåäóåò èç ôîð-
ìóëû (1.10).
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Îêðóæíîñòü. Óðàâíåíèÿ äëÿ îêðóæíîñòè èìåþò âèä

{
x(t) = R cos(t),

y(t) = R sin(t).

Êîîðäèíàòû å¼ âåêòîðîâ ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ðàâíû

{
ẋ(t) = −R sin(t),

ẏ(t) = R cos(t).

{
ẍ(t) = −R cos(t),

ÿ(t) = −R sin(t).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ‖ṙ(t)‖ = R, è òàêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîé.
×òîáû ïîñ÷èòàòü êðèâèçíó, ìîæíî ïîñòóïèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé äëÿ êðèâèçíû â ñëó÷àå ïðî-

èçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè:

k(t) =

∣∣ẋÿ − ẏẍ
∣∣

‖ṙ(t)‖3
=
|(−R sin(t))(−R sin(t))− (R cos(t))(−R cos(t))|

R3
=
R2

R3
=

1

R
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì ñäåëàòü çàìåíó ïàðàìåòðà t = s/R, òîãäà

{
x(s) = R cos(s/R),

y(s) = R sin(s/R).

{
ẋ(s) = − sin(s/R),

ẏ(s) = cos(s/R).





ẍ(s) = − 1

R
cos(s/R),

ÿ(s) = − 1

R
sin(s/R).

Îòêóäà

k(s) = ||r̈(s)|| = 1

R
, n(s) =

(
− cos(s/R);− sin(s/R)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îêðóæíîñòè ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ðåïåð Ôðåíå.

v(s)

n(s)

Ðèñ. 1.9. Ðåïåð Ôðåíå îêðóæíîñòè.
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Ýëëèïñ. Äëÿ ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè a è b èìååì
{
x(t) = a cos(t),

y(t) = b sin(t).

{
ẋ(t) = −a sin(t),

ẏ(t) = b cos(t).

{
ẍ(t) = −a cos(t),

ÿ(t) = −b sin(t).

Îòêóäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

k(t) =
ab

(
a2 sin2(t) + b2 cos2(t)

)3/2
.

Âû÷èñëåíèå êðèâèçíû êðèâîé, çàäàííîé íåÿâíî

Íàïîìíèì, ÷òî êðèâàÿ γ íàçûâàåòñÿ çàäàííîé íåÿâíî, åñëè

γ =
{

(x, y)
∣∣∣ F (x, y) = 0

}
6= ∅, dF

∣∣∣
γ
6= 0.

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñ÷èòàòü êðèâèçíó k(x0, y0) òàêîé êðèâîé â íåêîòîðîé
òî÷êå (x0; y0) ∈ γ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

k =
|ẋÿ − ẏẍ|

(ẋ2 + ẏ2)3/2
.

Ïîñêîëüêó äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè F íà âñåé êðèâîé íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî
(
∂F

∂x

)2

+

(
∂F

∂y

)2

6= 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäíà èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòëè÷íà îò íóëÿ. Äëÿ ïðîñòîòû
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

∂F

∂y

∣∣∣
(x0;y0)

6= 0.

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0; y0) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ F (x, y) = 0 â âèäå y = y(x). Òîãäà ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå êðèâîé
èìååò âèä (x, y(x)), îòêóäà

k =
|ÿ|

(1 + ẏ2)3/2
. (1.12)

Âû÷èñëèì íåîáõîäèìûå ïðîèçâîäíûå. Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôèðåíöèðóåì óðàâíåíèå
F (x, y(x)) ≡ 0:

Fx + Fy · ẏ(x) = 0 ⇒ ẏ(x) = −Fx(x, y(x))

Fy(x, y(x))

Äèôôåðåíöèðóÿ åù¼ ðàç, ìû ïîëó÷àåì

Fxx + Fxyẏ(x) + (Fyx + Fyyẏ(x)) ẏ(x) + Fyÿ(x) = 0,

îòêóäà

ÿ(x) = −Fxx+ 2Fxyẏ(x) + Fyyẏ
2(x)

Fy
.

Çàìåíèâ ẏ íà ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè F è ïîäñòàâèâ
âûðàæåíèÿ äëÿ ẏ è ÿ â (1.12), ïîëó÷èì èñêîìîå âûðàæåíèå.
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Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êðèâèçíû
è ñîïðèêàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòè

Ïóñòü çàäàíà êðèâàÿ r(t) è íà íåé åñòü òî÷êà P = r(0). Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå
ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó P . Îíè èìåþò âèä P + t ·v, ãäå v � íàïðàâëÿþùèé

r(t)

P = r(0)

Ðèñ. 1.10. Ïðèáëèæåíèå êðèâîé ïðÿìûìè.

âåêòîð ïðÿìîé, t � ïàðàìåòð. Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì, êàêàÿ èç ýòèõ ïðÿìûõ ëó÷øå
âñåãî ïðèáëèæàåò íàøó êðèâóþ â òî÷êå P .

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ïðÿìàÿ P + t ·v íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê êðèâîé â òî÷êå
P , åñëè

‖r(t)− P − t · v‖ = o(t), t→ 0. (1.13)

Ðàñêëàäûâàÿ êðèâóþ â ðÿä, ïîëó÷èì

r(t) = r(0) + ṙ(0)t+ o(t) = P + ṙ(0)t+ o(t).

Îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê êðèâîé â òî÷êå P , åñëè è
òîëüêî åñëè v = ṙ(0).
Ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà êðèâóþ ìîæíî ïðèáëèçèòü îêóæíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Îêðóæíîñòü c(t), òàêàÿ, ÷òî

‖r(t)− c(t)‖ = o(t2), t→ 0 (1.14)

íàçûâàåòñÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ ñ êðèâîé r(t).

Ðàäèóñ òàêîé îêðóæíîñòè ðàâåí R = 1/k, à öåíòð íàõîäèòñÿ êàê O = P +n/k, ãäå
K è n � êðèâèçíà è ãëàâíàÿ íîðìàëü êðèâîé â òî÷êå P . Êàê è ðàíåå P = r(0) = c(0).
×òîáû ïðîâåðèòü ýòî, âûïîëíèì íàòóðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ:

r(s) = P + v · s+ r̈(0) · s
2

2
+ . . . = P + v · s+

kn

2
· s2 + . . .
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r(t)

P

c(t)
O

n

Ðèñ. 1.11. Ïðèáëèæåíèå êðèâîé îêðóæíîñòÿìè.

Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè çàïèñûâàåòñÿ êàê

c(s) = O +R
(

cos(s/R);± sin(s/R)
)
.

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè P :

c(s) = c(0) + ċ(0)s+ c̈(0) · s
2

2
+ . . . = P + vs+

n · s2

2R
+ . . .

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìàÿ ìàëîñòü ‖r(s)− c(s)‖ äîñòèãàåòñÿ ïðè k = 1/R. Òî÷êà
O íàçûâàåòñÿ öåíòðîì êðèâèçíû, à R = 1/k � ðàäèóñîì êðèâèçíû.

Ýêâèäèñòàíòà è ýâîëþòà

Îïðåäåëåíèå 1.12. ε-ýêâèäèñòàíòîé íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ, çàäàâàåìàÿ êàê

ρε(t) = r(t) + εn(t). (1.15)

r(t)

ρε(t)
ε

ε

ε

Ðèñ. 1.12. ε-ýêâèäèñòàíòà.
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Åñëè ε ìàëî, òî ýêâèäèñòàíòà ðåãóëÿðíîé êðèâîé áóäåò ðåãóëÿðíîé êðèâîé. Íî
ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ìîãóò âîçíèêàòü âûðîæäåíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè ïîñòðîåíèè
ýêâèäèñòàíò îêðóæíîñòè â íàïðàâëåíèè öåíòðà ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå â òî÷êó.

Îïðåäåëåíèå 1.13. Êðèâàÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç òî÷åê, ãäå âåêòîð ñêîðîñòè ýêâèäè-
ñòàíò îáðàùàåòñÿ â íóëü, íàçûâàåòñÿ ýâîëþòîé, èëè êàóñòèêîé.

Ïóñòü s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, óðàâíåíèå ýêâèäèñòàíòû èìååò âèä

ρε(s) = r(s) + εn(s).

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî ïàðàìåòðó:

ρ̇ε(s) = ṙ(s) + εṅ(s) = v(s)− εk(s)v(s) = v(s)
(
1− εk(s)

)
.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü îäíîé èç ôîðìóë Ôðåíå:

{
ṅ(s) = −k(s)v(s),

v̇(s) = k(s)n(s).
(1.16)

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ñêîðîñòè ýêâèäèñòàíòû îáðàùàåòñÿ â íóëü òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ε = 1/k(s). Îòñþäà óðàâíåíèå êàóñòèêè áèðåãóëÿðíîé êðèâîé èìååò
âèä

ρε(s) = r(s) +
n(s)

k(s)
= O(s). (1.17)

Òî åñòü êàóñòèêà ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì öåíòðîâ êðèâèçíû êðèâîé r(s).

Çàäà÷à 1.1. Ïðîâåðèòü, ÷òî êàóñòèêè öèêëîèäû òàêæå ÿâëÿþòñÿ öèêëîèäàìè.
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Ñåìèíàð 2

Áèíîðìàëü è êðó÷åíèå

Ðàíåå áûëî ñêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà dimRN = 2, äëÿ áèðåãóëÿðíîé êðèâîé
ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ðåïåð Ôðåíå, ñîñòîÿùèé èç ïàðû âåêòîðîâ

(
v(s), n(s)

)
. Òàêîé

æå áàçèñ ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ïðè N = 3.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Âåêòîðîì áèíîðìàëè áèðåãóëÿðíîé êðèâîé â òð¼õìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ âåêòîð

b =
[
v, n
]
. (2.1)

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ðåïåðîì Ôðåíå êðèâîé â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâà-
åòñÿ òðîéêà âåêòîðîâ

(
v, n, b

)
.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Êðó÷åíèåì êðèâîé κ(s) íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöè-
îíàëüíîñòè ìåæäó ïðîèçâîäíîé âåêòîðà áèíîðìàëè ïî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó è
âåêòîðîì ãëàâíîé íîðìàëè:

ḃ(s) = −κ(s)n(s). (2.2)

Ôîðìóëû Ôðåíå â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå èìåþò âèä





v̇(s) = k(s)n(s),

ṅ(s) = −k(s)v(s) + κ(s)b(s),

ḃ(s) = −κ(s)n(s).

(2.3)

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîì âèäå:



v̇
ṅ

ḃ


 =




0 k 0
−k 0 κ
0 −κ 0





v
n
b


 . (2.4)

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü çàäàíû ãëàäêèå ôóíêöèè f(s) > 0 è g(s). Òîãäà ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ äâèæåíèÿ òð¼õìåðíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà) ïðîñòðàíñòâåííàÿ áèðåãóëÿðíàÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ
êðèâàÿ r(s), òàêàÿ, ÷òî å¼ êðèâèçíà k(s) = f(s), à å¼ êðó÷åíèå κ(s) = g(s).

Âû÷èñëåíèå êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ
ïðîèçâîëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé

Òàêæå, êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü ñ èñïîëüçîâàíè-
åì íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè, ãäå ñóùåñòâóåò òðóäíîñòü âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
äëèíû, à ìîæíî íàïèñàòü íåîáõîäèìûå ôîðìóëû â îáùåì ñëó÷àå.
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ôîðìóëà êðèâèçíû èìååò âèä

k(t) =
|ṙ(t)× r̈(t)|
‖ṙ(t)‖3 .
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Óòâåðæäåíèå 2.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè êðó÷åíèå íàõîäèòñÿ êàê

κ(t) =

(
ṙ, r̈,

...
r
)

∣∣ṙ × r̈
∣∣2 , (2.5)

ãäå â ÷èñëèòåëå ñòîèò ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî ýòà ôîðìóëà âåðíà äëÿ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðè-
çàöèè:

ṙ = v(s),

r̈ = v̇ = k(s)n(s),
...
r = k̇n+ kṅ = k̇n+ k

(
−kv + κb

)
=

= −k2(s)v(s) + k̇(s)n(s) + k(s)κ(s)b(s).

Îòêóäà

(
ṙ, r̈,

...
r
)

=
(
v, kn,−k2v + k̇n+ kκb

)
=
(
v, kn, kκb

)
= k2κ

(
v, n, b

)
=

= k2(s)κ(s),
∣∣ṙ × r̈

∣∣2 =
∣∣v × kn

∣∣2 = k2|b|2 = k2(s).

Îòêóäà (
ṙ, r̈,

...
r
)

∣∣ṙ × r̈
∣∣2 =

k2(s)κ(s)

k2(s)
= κ(s).

Çàäà÷à 2.1. Äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïàðàìåòðà.

Âû÷èñëåíèå ðåïåðà Ôðåíå
ïðîèçâîëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé

Âåêòîð v âû÷èñëÿåòñÿ ïðîùå âñåãî:

v(t) =
ṙ(t)

‖ṙ(t)‖ . (2.6)

Ñëåäóþùèì óäîáíî âû÷èñëèòü âåêòîð áèíîðìàëè. Ðàíåå ìû âûÿñíèëè, ÷òî âåê-
òîð óñêîðåíèÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè, îáðàçîâàííîé âåêòîðàìè v è n. Ñëåäîâàòåëüíî,
âåêòîð áèíîðìàëè ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàí êàê

b(t) =

[
ṙ(t)× r̈(t)

]
∥∥[ṙ(t)× r̈(t)

]∥∥ . (2.7)

Íàêîíåö, âåêòîð ãëàâíîé íîðìàëè âû÷èñëÿåòñÿ êàê

n(t) =
[
b(t)× v(t)

]
. (2.8)

17

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


КЛАССИЧЕСКАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ. СЕМИНАРЫ.

ИВАНОВ АЛЕКСАНДР ОЛЕГОВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

x

y

z

0

Ðèñ. 2.1. Âèíòîâàÿ ëèíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè êðèâèçíû, êðó÷åíèÿ è ðå-
ïåðà Ôðåíå âèíòîâîé ëèíèè. Âèíòîâàÿ ëèíèÿ çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè:





x(t) = a cos(t),

y(t) = a sin(t),

z(t) = bt,

(2.9)

ãäå a > 0, b 6= 0.
Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå:





ẋ(t) = −a sin(t),

ẏ(t) = a cos(t),

ż(t) = b.





ẍ(t) = −a cos(t),

ÿ(t) = −a sin(t),

z̈(t) = 0.





...
x (t) = a sin(t),
...
y (t) = −a cos(t),
...
z (t) = 0.

Êðîìå òîãî,
‖ṙ(t)‖2 = a2 + b2.

Òåïåðü âû÷èñëèì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ:

[
ṙ × r̈

]
=

∣∣∣∣∣∣

i j k
−a sin(t) a cos(t) b
−a cos(t) −a sin(t) 0

∣∣∣∣∣∣
=
(
ab sin(t); −ab cos(t); a2

)
.

|ṙ × r̈|2 = (ab sin(t))2 + (−ab cos(t))2 + (a2)2 = a2(a2 + b2).

Îòêóäà ìîæåì íàéòè êðèâèçíó:

k(t) =
a
√
a2 + b2

(√
a2 + b2

)3 =
a

a2 + b2
. (2.10)

Äëÿ ðàñ÷¼òà êðó÷åíèÿ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå:

(
ṙ, r̈,

...
r
)

=

∣∣∣∣∣∣

−a sin(t) a cos(t) b
−a cos(t) −a sin(t) 0
a sin(t) −a cos(t) 0

∣∣∣∣∣∣
= a2b,
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è òîãäà

κ(t) =
a2b

a2(a2 + b2)
=

b

a2 + b2
. (2.11)

Çàìå÷àíèå 2.1. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè ìû ïîñòàâèì çàäà÷ó îïèñàòü âñå
áèðåãóëÿðíûå êðèâûå ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ, òî îêàæåòñÿ, ÷òî ýòî âèí-
òîâûå ëèíèè. Ïîêàçàòü ýòî ìîæíî, ëèáî ðåøàÿ óðàâíåíèÿ Ôðåíå ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè, ëèáî ñîñëàâøèñü íà òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.
Òî åñòü, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ k > 0 è κ íàéäóòñÿ ÷èñëà a, b, òàêèå, ÷òî

k =
a

a2 + b2
, κ =

b

a2 + b2
,

òî òîãäà ìû ìîæåì ïðåäúÿâèòü âèíòîâóþ ëèíèþ êàê êðèâóþ ñ çàäàííûìè êðó÷å-
íèåì è êðèâèçíîé, à çàòåì ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè,
ñîãëàñíî êîòîðîé, ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ äðóãèõ êðèâûõ ïðîñòî íå ñóùåñòâóåò.

Ïåðåéä¼ì ê âû÷èñëåíèþ ðåïåðà Ôðåíå âèíòîâîé ëèíèè.

v(t) =
ṙ(t)

‖ṙ(t)‖ =

(
−a sin(t); a cos(t); b

)
√
a2 + b2

. (2.12)

b(t) =

[
ṙ(t), r̈(t)

]
∥∥[ṙ(t), r̈(t)

]∥∥ =

(
b sin(t); −b cos(t); a

)
√
a2 + b2

. (2.13)

n(t) =
[
b(t), v(t)

]
=

1

a2 + b2

∣∣∣∣∣∣

i j k
b sin(t) −b cos(t) a
−a sin(t) a cos(t) b

∣∣∣∣∣∣
= (− cos(t); − sin(t); 0) . (2.14)

Îïèñàíèå ïëîñêèõ áèðåãóëÿðíûõ
êðèâûõ â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Óòâåðæäåíèå 2.2. Êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ êðó-
÷åíèå ðàâíî íóëþ.

b

r(s)

r(s0)

Ðèñ. 2.2. Ïëîñêàÿ êðèâàÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü κ = 0, òîãäà â íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè

ḃ(s) = −κ(s)n(s) = 0 ⇒ b(s) = const.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà

f(s) = 〈r(s)− r(s0), b〉

è å¼ ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó

ḟ(s) = 〈ṙ(s), b〉 = 〈v(s), b(s)〉 = 0.

Îòêóäà ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî f(s) = const. Ýòó êîíñòàíòó ëåãêî âûèñëèòü:

f(s) = f(s0) = 〈r(s0)− r(s0), b〉 = 0.

Íî âûðàæåíèå
〈r(s)− r(s0), b〉 = 0

åñòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæèò ëþáàÿ òî÷êà r(s). Òàêèì îáðàçîì, r(s)
� ïëîñêàÿ êðèâàÿ.
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü êðèâàÿ r(s) ëåæèò â ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ

óðàâíåíèåì
〈r(s)− r(s0), a〉 = 0 ∀s,

ãäå a � ïîñòîÿííûé âåêòîð íîðìàëè ê ïëîñêîñòè. Äâàæäû ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî
óðàâíåíèå ïî ïàðàìåòðó

〈ṙ(s), a〉 = 〈v(s), a〉 = 0 ∀s,
〈v̇(s), a〉 = 〈k(s)n(s), a〉 = 0 ∀s,

îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî v(s) ⊥ a è n(s) ⊥ a äëÿ ëþáîãî s. Ñëåäîâàòåëüíî,
[
v, n
]
‖ a

è
∥∥[v, n

]∥∥ = 1, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî
[
v, n
]

= const. Íî ýòî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîâ-
ïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì âåêòîðà áèíîðìàëè êðèâîé, à ðàç îí ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì,
òî èç îïðåäåëåíèÿ êðó÷åíèÿ ñëåäóåò, ÷òî κ = 0.

Êðèâûå íà äâóìåðíîé ñôåðå â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Óòâåðæäåíèå 2.3. Áèðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ r(s) â R3 ñ êðó÷åíèåì κ 6≡ 0 ëåæèò íà
ñôåðå S2(R) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

R2 =
1

k2

(
1 +

k̇2

(κk)2

)
. (2.15)
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O
S2(R)

r(s)
v

n
b

Ðèñ. 2.3. Êðèâàÿ íà ñôåðå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ðàäèóñ ñôåðû äîëæåí áûòü îðòîãîíàëåí âåêòîðó ñêî-
ðîñòè, òî âåêòîð O(s)− r(s) ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî âåêòîðàì

(
n, b
)
:

O(s) = r(s) + A(s) · n(s) +B(s) · b(s),

ãäå A,B � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà. Óñëîâèÿìè òîãî,
÷òî êðèâàÿ ëåæèò íà ñôåðå, ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíîñòü å¼ öåíòðà è òî, ÷òî âñå òî÷êè
êðèâîé ðàâíîóäàëåíû îò ýòîãî öåíòðà:

Ȯ(s) = 0, |r(s)−O(s)|2 = R2.

Ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå óñëîâèå âûðàæåíèå äëÿ O(s) è ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî íîðìà âåê-
òîðîâ n è b ðàâíà åäèíèöå, ïîëó÷èì:

Ȯ(s) = 0, A2(s) +B2(s) = R2.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ r(s) ëåæèò íà ñôåðå, òîãäà èç óñëîâèÿ íåïîäâèæ-
íîñòè öåíòðà ñëåäóåò, ÷òî

0 = Ȯ(s) = ṙ(s) + Ȧn+ Aṅ+ Ḃb+Bḃ.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Ôðåíå ïîëó÷àåì, ÷òî

v(s) + Ȧn+ A (−kv(s) + κb(s)) + Ḃb+B(−κn) = 0,

(
1− Ak

)
v(s) +

(
Ȧ− κB

)
n(s) +

(
Ḃ + κA

)
v(s) = 0.

Ïîñêîëüêó âåêòîðû
(
v, n, b

)
îáðàçóþò áàçèñ, òî





1− Ak = 0,

Ȧ− κB = 0,

Ḃ + κA = 0.
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Îòêóäà

A =
1

k
, B = − k̇

k2κ
.

Òîãäà

R2 = A2 +B2 =
1

k2
+

k̇2

κ2k4
=

1

k2

(
1 +

k̇2

(κk)2

)
.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü âåðíî ñîîòíîøåíèå

R2 =
1

k2

(
1 +

k̇2

(κk)2

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî O(s) = const è |O(s) − r(s)|2 = R2. Äëÿ ýòîãî â ðàçëîæåíèè O(s)
ïîëîæèì

A =
1

k
, B = − k̇

k2κ
.

Òîãäà, ïîâòîðÿÿ óæå ñäåëàííóþ âûêëàäêó, èìååì

Ȯ(s) =
(

1− Ak
)
v(s) +

(
Ȧ− κB

)
n(s) +

(
Ḃ + κA

)
v(s) = 0 + 0 +

(
Ḃ + κA

)
v(s) =

=
(
Ḃ + κA

)
v(s).

×òîáû óâèäåòü, ÷òî ýòî ðàâíî íóëþ, ïðîäèôôåðåíöèðóåì ñîîòíîøåíèå

R2 = A2 +B2,

0 = 2(AȦ+BḂ) = 2

(
− k̇

k2
A− k̇

k2κ
Ḃ

)
⇒ A+

Ḃ

κ
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, Ȯ(s) = 0, à âûáîðîì A è B ìû îáåñïå÷èëè âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
|O(s)− r(s)|2 = R2.
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Ñåìèíàð 3

Ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòè.
Êàñàòåëüíûé âåêòîð è êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå 3.1. k-ìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàçû-
âàåòñÿ åãî ïîäìíîæåñòâîMk ⊂ Rn, çàäàííîå îäíèì èç òð¼õ ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíûõ
ñïîñîáîâ:

� êàê îáðàç ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

r : Ω ⊂ Rk(u1, . . . , uk)→ Rn(x1, . . . , xn), xi = xi(u1, . . . , uk), k ≤ n, (3.1)

ïðè÷¼ì

rk

(
∂xi

∂uj

)
= k. (3.2)

Òî åñòü Mk = r(Ω).

� êàê ïîâåðõíîñòü-ãðàôèê. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k = n− 1, òîãäà

Γf =
{

(x, f(x))
∣∣∣x ∈ Ω ⊂ Rn−1

}
. (3.3)

� êàê íåÿâíî çàäàííàÿ ïîâåðõíîñòü:

Mk =
{

(x1, . . . , xn)
∣∣∣ Fi(x1, . . . , xn) = 0, 1 ≤ i ≤ n− k

}
6= ∅, (3.4)

ïðè÷¼ì

rk

(
∂Fi
∂xj

)
= n− k. (3.5)

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè Mk çàäàíà êðèâàÿ γ : I → M . Òî åñòü â
Ω çàäàíû ôóíêöèè ui(t), ãäå i = 1, . . . , k, à â Rn çàäàíû xj(t) = xj

(
(u1(t), . . . , uk(t)

)
.

Ïóñòü íà ýòîé ïîâåðõíîñòè çàäàíà òî÷êà P = γ(t0) ∈ Mk. Òîãäà êàñàòåëüíûì
âåêòîðîì ê êðèâîé γ â òî÷êå P íàçûâàåòñÿ âåêòîð

γ̇(t0) =
(
ẋ1(t0), . . . , ẋn(t0)

)
∈ Rn. (3.6)

Îïðåäåëåíèå 3.3. Êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê ïîâåðõíîñòè M â òî÷êå

P íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ âñåõ êðèâûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
òî÷êó P

TPM =
{
γ̇(P )

∣∣∣ γ 3 P
}
. (3.7)

Êàñàòëüíîå ïðîñòðàíñòâî TPM èìååò ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåð-
íîñòè k. Â êà÷åñòâå áàçèñà òàêîãî ïðîñòðàíñòâà âûáèðàþòñÿ âåêòîðà

∂ui ≡ ∂i =
∂r

∂ui
=

(
∂x1

∂ui

∣∣∣
P
, . . . ,

∂xn

∂ui

∣∣∣
P

)T
. (3.8)
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Rn

γP = γ(t0
) γ̇(t0)

M

TPM

Ðèñ. 3.1. Êàñàòåëüíûé âåêòîð è êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå P .

Òîãäà êàñàòåëüíûé âåêòîð çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

γ̇ =
k∑

i=1

u̇i(t0)∂ui . (3.9)

Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè åñòü äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò
(
v1, . . . , vk

)
è
(
u1, . . . , uk

)
è ìåæäó

íèìè ñóùåñòâóåò ñâÿçü ui(v1, . . . , vk) è vj(u1, . . . , uk), ïðè÷¼ì ýòè ôóíêöèè ïðåäïîëà-
ãàþòñÿ ãëàäêèìè è ðåãóëÿðíûìè (áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå è ìàòðèöà ßêîáè
íåâûðîæäåíà â êàæäîé òî÷êå). Òîãäà íà ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóþò äâà áàçèñà {∂ui}
è {∂vj}, êîòîðûå ñâÿçàíû ìàòðèöåé ßêîáè

∂ui =
k∑

j=1

∂vj

∂ui
∂vj . (3.10)

Âû÷èñëåíèå äëèíû êðèâîé è óãëîâ ìåæäó êðèâûìè.
Ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà

Íàïîìíèì, ÷òî äëèíà êðèâîé èùåòñÿ êàê

l(γ) =

∫
‖γ̇‖dt, (3.11)

à êîñèíóñ óãëà ìåæäó êðèâûìè γ1 è γ2 â òî÷êå P ðàñ÷èòûâàåòñÿ êàê

cos(γ1, γ2) =
〈γ̇1, γ̇2〉
‖γ̇1‖ · ‖γ̇2‖

. (3.12)

Âû÷èñëåíèå ýòèõ âåëè÷èí ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàìåòðèçó-
þùåãî îòîáðàæåíèÿ xj(t), íî ýòî íå âñåãäà óäîáíî è íå âñåãäà ïðîñòî. Áîëåå òîãî,
÷àùå âñåãî êðèâûå íà ïîâåðõíîñòÿõ îêàçûâàþòñÿ çàäàíû èç åñòåñòâåííûõ ñîîáðà-
æåíèé, òî åñòü îíè çàäàíó â êîîðäèíàòàõ íà ïîâåðõíîñòè ui(t).
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γ1

γ̇1(P )

γ2

γ̇2(P )
P

Ðèñ. 3.2. Óãîë ìåæäó êðèâûìè γ1 è γ2 â òî÷êå P .

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ïóñòü âåêòîðà a, b ∈ TPM ⊂ Rn. Òîãäà îïðåäåëåíî èõ ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå â Rn êàê â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñî âñåìè ñîïóòñòâóþùèìè
ñâîéñòâàìè. Ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé ïîâåðõíîñòè, èëè èíäóöè-

ðîâàííîé ìåòðèêîé ïîâåðõíîñòè, íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà g(P )(a, b) íà
TPM , òàêàÿ, ÷òî

〈a, b〉Rn = g(P )(a, b). (3.13)

Rn

P b

a

M

TPM

Ðèñ. 3.3. Âåêòîðà a è b â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Åñëè âåêòîðà a è b ðàçëîæåíû ïî âåêòîðàì êàíîíè÷åñêîãî áà-
çèñà

a =
∑

ai∂ui , b =
∑

bj∂uj ,

òîãäà èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïèñûâàåòñÿ êàê

〈a, b〉Rn =
∑

i,j

aibj〈∂ui , ∂uj〉 ≡
∑

i,j

aibjgij,

à ìàòðèöà (gij) = G(P ) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîð-

ìû (ìàòðèöåé Ãðàìà áàçèñà (∂u1 , . . . , ∂uk)).
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìàòðèöà G(P ) èçâåñòíà, òî çíà÷åíèå ïåðâîé ôóíäàìåíòàëü-
íîé ôîðìû íà ïàðå âåêòîðîâ ìîæåò áûòü âû÷èñëåííî êàê

g(P )(a, b) =
∑

aibjgij. (3.14)

Åñëè íà îäíîé è òîé æå ïîâåðõíîñòè çàäàíû ðàçíûå êîîðäèíàòû
(
v1, . . . , vk

)
è(

u1, . . . , uk
)
, è ïåðâîìó áàçèñó îòâå÷àåò ìàòðèöà ïåðâîé ôîðìû (hpq), à âòîðîìó �

(gij), òî ìîæíî íàéòè ñâÿçü ìåæäó íèìè:

gij = 〈∂ui , ∂uj〉 =

〈∑

p

∂vp

∂ui
∂vp ,

∑

q

∂vq

∂uj
∂vq

〉
=
∑

pq

∂vp

∂ui
∂vq

∂uj
〈∂vp , ∂vq〉 =

=
∑

pq

∂vp

∂ui
∂vq

∂uj
hpq.

(3.15)

Äëÿ óäîáñòâà áóäåì çàïèñûâàòü áèëèíåéíóþ ôîðìó g(P ) â äèôôåðåíöèàëàõ

ds2 =
∑

gijdu
iduj. (3.16)

Ñòàíäàðòíûå çàäà÷è

Âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû

ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé êàê ãðàôèê

Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ êîíêðåòíûõ çàäà÷. Âû÷èñëèì êîìïîíåíòû ïåðâîé ôóí-
äàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè M2 ⊂ R3, çàäàííîé êàê ãðàôèê z = f(x, y).
Ñïåðâà çàäàäèì ïàðàìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå r(x, y) =

(
x, y, f(x, y)

)
, êîòîðîå äåé-

ñòâóåò èç îáëàñòè Ω ⊂ R2(x, y) â R3. Âû÷èñëèì ýëåìåíòû ìàòðèöû ôóíäàìåòàëüíîé
ôîðìû, äëÿ ýòîãî ïîñ÷èòàåì ïðîèçâîäíûå

∂r

∂x
=

(
1, 0,

∂f

∂x

)
,

∂r

∂y
=

(
0, 1,

∂f

∂y

)
.

Òîãäà

(gij) =




〈
∂r
∂x
, ∂r
∂x

〉 〈
∂r
∂x
, ∂r
∂y

〉

〈
∂r
∂y
, ∂r
∂x

〉 〈
∂r
∂y
, ∂r
∂y

〉


 =

(
1 + f 2

x fxfy
fxfy 1 + f 2

y

)
.

Âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò

ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû íà öèëèíäðå

Ïóñòü ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàí öèëèíäð





x = R cos(ϕ),

y = R sin(ϕ),

z = z.
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O

x

y

z

R

ϕ

Ðèñ. 3.4. Ïàðàìåòðèçàöèÿ öèëèíäðà.

Âåêòîðà êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà èìåþò âèä

∂ϕ =
(
−R sin(ϕ); R cos(ϕ); 0

)
,

∂z =
(

0; 0; 1
)
.

Òîãäà ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà è å¼ ìàòðèöà èìåþò âèä

ds2 = R2dϕ2 + dz2, (gij) =

(
R2 0
0 1

)
.

Âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò

ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû íà ñôåðå

Ïàðàìåòðè÷åñêè ñôåðà çàäà¼òñÿ êàê




x = R sin(θ) cos(ϕ),

y = R sin(θ) sin(ϕ),

z = R cos(θ).

Ïðè ýòîì θ ∈ (0, π), ϕ ∈ (0, 2π). Èíòåðâàëû âçÿòû îòêðûòûìè, ÷òîáû ïàðàìåòðè-
çàöèÿ áûëà ðåãóëÿðíîé. Âåêòîðà êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà èìåþò âèä

∂θ =
(
R cos(θ) cos(ϕ); R cos(θ) sin(ϕ); −R sin(θ)

)
,

∂ϕ =
(
−R sin(θ) sin(ϕ); R sin(θ) cos(ϕ); 0

)
.

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ýòè âåêòîðà îðòîãîíàëüíû. Òîãäà ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ôîðìà è å¼ ìàòðèöà èìåþò âèä

ds2 = R2dθ2 +R2 sin2(θ)dϕ2, (gij) =

(
R2 0
0 R2 sin2(θ)

)
.
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O

x

y

z

R

ϕ

θ

Ðèñ. 3.5. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ñôåðû.

Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ìîæíî âû÷èñëèòü äëèíó ïàðàëëåëè. Ýòî,
êîíå÷íî, ìîæíî ñäåëàòü, èñõîäÿ èç áîëåå ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé: çàìåòèòü, ÷òî ïà-
ðàëëåëü ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà ρ = R sin(θ0), è òîãäà å¼ äëèíà ðàâíà
2πR sin(θ0).

O

x

y

z

R

ρ

θ0

Ðèñ. 3.6. Âû÷èñëåíèå äëèíû ïàðàëëåëè.

Ïàðàëëåëü íà ñôåðå çàäà¼òñÿ êàê

γ(t) = (θ0, t).

Å¼ âåêòîð ñêîðîñòè ðàâåí
γ̇ = (0, 1).

Êâàäðàò åãî íîðìû âû÷èñëèì ÷åðåç ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó ñôåðû:

‖γ̇‖2 = g(P )(γ̇, γ̇) = R2dθ2(γ̇) +R2 sin2(θ0)dϕ2(γ̇) = R2 · 0 +R2 sin2(θ0) · 1 =

= R2 sin2(θ0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖γ̇‖ = R sin(θ0). Òîãäà äëèíà ïàðàëëåëè ðàâíà

l(γ) =

2π∫

0

R sin(θ0)dt = 2πR sin(θ0).
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Óãëû è äëèíû ñòîðîí êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà

Ïóñòü çàäàíà ïîâåðõíîñòü, ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà êîòîðîé èìååò âèä

ds2 = du2 + (u2 + a2)dv2.

Íà ýòîé ïîâåðõíîñòè çàäàí êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé êðèâûìè

v = 1, u = ±1

2
av2, a > 0.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè âåëè÷èí åãî óãëîâ è äëèí åãî ñòîðîí.

u

v

v = 1

+1
2
av2−1

2
av2

A(0; 0)

C(−a/2; 1)
B(a/2; 1)

γ̇1 = (1; 0)

γ̇2 = (a; 1)

Ðèñ. 3.7. Êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê.

Êîîðäèíàòû âåðøèí ýòîãî òðåóãîëüíèêà íàõîäèì èç óñëîâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ åãî ñòî-
ðîí: A(0; 0), B(a/2; 0), C(−a/2; 0). Çàìåòèì, ÷òî ìåòðèêà íå çàâèñèò îò çíàêà u, îò-
êóäà ñëåäóåò, ÷òî |AB| = |AC| è ∠B = ∠C.
Âû÷èñëèì |CB|. Ýòà ñòîðîíà ïàðàìåòðèçóåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè êàê

γ1(t) = (t, 1), t ∈
[
−a

2
;
a

2

]
.

Å¼ âåêòîð ñêîðîñòè ðàâåí γ̇1(t) = (1, 0), à åãî íîðìà

‖γ̇1‖2 = ds2(γ̇1, γ̇1) =
∑

i,j

gij
(
u(t), v(t)

)
u̇iv̇j =

(
1; 0
)(1 0

0 t2 + a2

)(
1
0

)
= 1.

‖γ̇1‖ = 1.

Òàêèì îáðàçîì,

|CB| =
a/2∫

−a/2

1 · dt = a.
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Ïåðåéä¼ì ê âû÷èñëåíèþ |AB|. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ýòîé ñòîðîíû èìååò âèä

γ2(t) =

(
1

2
at2; t

)
⇒ γ̇2(t) = (at; 1), t ∈ [0; 1].

Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà ñêîðîñòè ðàâåí

‖γ̇2(t)‖2 = ds2(γ̇2, γ̇2) = (at)2 +

(
a2t4

4
+ a2

)
=
a2

4

(
t4 + 4t2 + 4

)
=
a2

4

(
t2 + 2

)2
.

‖γ̇2(t)‖ =
a

2
(t2 + 2).

Íàêîíåö, âû÷èñëèì äëèíó ñòîðîíû AB

|AB| = a

2

1∫

0

(t2 + 2)dt =
a

2

(
t3

3
+ 2t

)∣∣∣∣
1

0

=
a

2

(
1

3
+ 2

)
=

7

6
a.

Òåïåðü çàéì¼ìñÿ âû÷èñëåíèåì óãëîâ â òðåóãîëüíèêå. Íà÷í¼ì ñ óãëà ∠B. Â ýòîé
òî÷êå âåêòîðà ñêîðîñòåé êðèâûõ γ1 è γ2 èìåþò âèä

γ̇1 = (1; 0), γ̇2 = (a; 1).

Òàêæå â ýòîé òî÷êå ìîæíî ïîñ÷èòàòü ìåòðèêó

ds2
∣∣∣
B

= du2 +

(
a2

4
+ a2

)
dv2.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ñêîðîñòè êðèâûõ ðàâíî

〈γ̇1, γ̇2〉 = a+ 0 = a.

Òîãäà

cos(B) =
〈γ̇1, γ̇2〉
‖γ̇1‖ · ‖γ̇2‖

=
a

1 · 3
2
a

=
2

3
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ óãëà A íóæíî ïàðàìåòðèçîâàòü ñòîðîíó AC:

γ3(t) =
(
−a

2
t2; t
)
, ⇒ γ̇3(t) = (−at, 1), t ∈ [0; 1].

Âåêòîðà γ̇2 è γ̇3 â òî÷êå A èìåþò âèä

γ̇2 = (0; 1), γ̇3 = (0; 1).

Óãîë ìåæäó òàêèìè âåêòîðàìè, êîíå÷íî, ðàâåí íóëþ ∠A = 0.
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x

y

z

P

P ′Ω

M

Ðèñ. 3.8. Ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ íåÿâíî.

Ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ íåÿâíî.

Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ

Ïóñòü äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü M2(R3) çàäàíà óðàâíåíèåì

F (x, y, z) = 0.

Çàïèøåì å¼ ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó. Ñ÷èòàåì, ÷òî äàííîå óðàâííèå ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàäêèì è ðåãóëÿðíûì, òî åñòü åãî äèôôåðåíöèàë íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé
íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå P ∈ M2 â íóëü íå îáðàùàåòñÿ

÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Fz

∣∣∣
P
6= 0. Òîãäà ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, â îêðåñòíîñòè

òî÷êè P óðàâíåíèå ðàçðåøèìî. Òî åñòü â ïëîñêîñòè xy, â îêðåñòíîñòè Ω ïðîåêöèè
P ′ òî÷êè P íà ýòó ïëîñêîñòü îïðåäåëåíà ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ z(x, y), òàêàÿ, ÷òî

F
(
x, y, z(x, y)

)
≡ 0 ∀(x, y) ∈ Ω.

Òîãäà ìû èìååì äåëî ñ ïîâåðõíîñòüþ-ãðàôèêîì
(
x, y, z(x, y)

)
. Ìàòðèöà ïåðâîé ôóí-

äàìåíòàëüíîé ôîðìû èìååò âèä

(gij) =

(
1 + z2

x zxzy
zxzy 1 + z2

y

)
.

Ó÷èòûâàÿ
Fx + Fz · zx = 0, Fy + Fz · zy = 0,

ïîëó÷àåì, ÷òî

(gij) =
1

F 2
z

(
F 2
x + F 2

z FxFy
FxFy F 2

y + F 2
z

)
.

Òåïåðü ïðîêîììåíòèðóåì ñëó÷àé, êîãäà çàäàíà êðèâàÿ, íàïðèìåð, ãðàôèê êàêîé-
òî ôóíêöèè f(z) > 0, âðàùàþùàÿñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè z. Îáðàçîâàííàÿ òà-
êèì îáðàçîì ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ. Å¼ ïàðàìåòðè÷å-
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O

x

y

z

Ðèñ. 3.9. Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ.

ñêîå çàäàíèå èìååò âèä 



x = f(z) cos(ϕ),

y = f(z) sin(ϕ),

z = z.

Ïîèñê ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû òàêîé ïîâåðõíîñòè � î÷åíü ïîëåçíàÿ çàäà÷à.
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Ñåìèíàð 4

Âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà

Ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû íåäîñòàòî÷íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòè.
Íàïðèìåð, ïîäõîäÿùèì âûáîðîì êîîðäèíàò ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ìàòðèöû
ïåðâûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì ïëîñêîñòè è ïðÿìîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà áûëè
ðàâíû äðóã äðóãó. Çà ôîðìó ïîâåðõíîñòè îòâå÷àåò âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîð-
ìà.

N(P )

P

Mn−1

Ðèñ. 4.1. Ïîëå íîðìàëåé.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü Mn−1 ⊂ Rn � ãèïåðïîâåðõíîñòü, à TPM � å¼ êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå P ∈ Mn−1. Ïîñòðîèì â ýòîé òî÷êå âåêòîð íîðìàëè N(P ) ê
TPM åäèíè÷íîé äëèíû. Òîãäà âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé ïîâåðõíî-

ñòè, èëè ôîðìîé âëîæåíèÿ, íàçûâàþò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, ìàòðèöà êîòîðîé
èìååò âèä

(qij) =

〈
∂2r

∂ui∂uj
, N

〉
. (4.1)

Çàìå÷àíèå 4.1. Âîîáùå ãîâîðÿ, â òî÷êå P ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû íåñêîëüêî íîð-
ìàëåé, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ãèïåðïîâåðõíîñòè èõ áóäåò äâå. Òîãäà ãîâîðÿò î âûáîðå
îðèåíòàöèè íà ïîâåðõíîñòè. Â ôèêñèðîâàííîé ïàðàìåòðèçàöèè (u1, . . . , un−1) ñòðî-
èòñÿ áàçèñ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TPM è äîïîëíÿåòñÿ äî áàçèñà Rn òàêèì âåê-
òîðîì íîðìàëè, ÷òîáû íàáîð {∂u1 , . . . , ∂un−1 , N} áûë ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûì
áàçèñîì. Â ëîêàëüíîé òåîðèè ýòîò âîïðîñ ìîæíî îáîéòè ñòîðîíîé.

Òåîðåìà 4.1. (Òåîðåìà îá îòíîøåíèè ïàðû ôîðì)
Ïóñòü çàäàíà íåêîòðàÿ ïîâåðõíîñòüM . Íà ýòîé ïîâåðõíîñòè çàäàíà êðèâàÿ γ ⊂M ,
íà êîòîðîé ëåæèò òî÷êà P ∈ γ. Ïóñòü v = γ̇ � âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé γ â òî÷êå P .
Òîãäà

q(v, v)

g(v, v)
= k · cos(θ), (4.2)

ãäå k � êðèâèçíà êðèâîé γ, à θ � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè N è ãëàâíîé
íîðìàëüþ êðèâîé n â òî÷êå P .
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γP

N

v = γ̇

n

Θ

M

Ðèñ. 4.2. Ê òåîðåìå îá îòíîøåíèè ïàðû ôîðì.

Ãëàâíûå êðèâèçíû. Âåêòîðû ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé

Â êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TPM ìîæíî âûáðàòü òàêîé áàçèñ èç åäèíè÷-
íûõ âåêòîðîâ (e1, . . . , en−1), â êîòîðîì ìàòðèöû ïåðâîé è âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíûõ
ôîðì èìåþò âèä

(gij) =




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


 , (qij) =




λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn−1


 . (4.3)

×èñëà λ1, . . . , λn−1 íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè êðèâèçíàìè ïîâåðõíîñòè â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé òî÷êå, è ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

det
(
Q− λG

)
= 0, (4.4)

ãäå G è Q � ïåðâàÿ è âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà. Âåêòîðû vi 6= 0, òàêèå, ÷òî
(
Q− λiG

)
vi = 0, (4.5)

íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãëàâíûõ êðèâèçí è íàïðàâëåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-

ùåì. Ïóñòü ê ïîâåðõíîñòè M â òî÷êå P ïîñòðîåíî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TPM .
Âûáåðåì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîð ãëàâíîãî íàïðàâëåíèÿ vi è âåêòîð íîðìàëè ê
ïîâåðõíîñòè N(P ). Ïàðà ýòèõ âåêòîðîâ çàäà¼ò ïëîñêîñòü Π(vi, N), êîòîðàÿ ïåðåñå-
êàåò ïîâåðõíîñòüM . Êðèâàÿ γi = Π(vi, N)∩M íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì íîðìàëüíûì

ñå÷åíèåì, è å¼ êðèâèçíà k(γi) = ±λi. Âûáîð çíàêà îáóñëîâëåí îðèåíòàöèåé âåêòîðà
íîðìàëè. Åñëè N ñîíàïðàâëåí ñ âåêòîðîì ãëàâíîé íîðìàëè ni ãëàâíîãî íîðìàëüíî-
ãî ñå÷åíèÿ, òî âûáèðàåòñÿ çíàê �ïëþñ�, èíà÷å � �ìèíóñ�.
Òàêæå îáû÷íî îïðåäåëÿþò ñðåäíþþ êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

H =
∑

i

λi (4.6)

è ãàóññîâó êðèâèçíó
K = λ1 · λ2 · . . . · λn−1. (4.7)

Ýòè âåëè÷èíû ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû êàê

K =
detQ

detG
, H = Tr

(
QG−1

)
. (4.8)
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γi
P

N(P )

vi

Π(vi, N)

M

TPM

Ðèñ. 4.3. Ãëàâíîå íîðìàëüíîå ñå÷åíèå.

Ôîðìóëà Ýéëåðà

Ïóñòü M2 ⊂ R3 � íåêîòîðàÿ ïîâåðõíîñòü, ê êîòîðîé â òî÷êå P ïîñòðîåíû êà-
ñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TPM , íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè N(P ) è âûáðàí íåêîòîðûé
âåêòîð v ∈ TPM . Òàêæå, êàê è ðàíüøå, ýòà ïàðà âåêòîðîâ îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü
Π(v,N) ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî v � ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð. Ïóñòü
γ = Π ∩M � íîðìàëüíîå ñå÷åíèå. Òîãäà êðèâèçíà ýòîãî ñå÷åíèÿ

± k(γ) = λ1 cos2(ϕ) + λ2 sin2(ϕ), (4.9)

ãäå λ1, λ2 � ãëàâíûå êðèâèçíû, îòâå÷àþùèå âåêòîðàì ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé e1, e2,
à óãîë ϕ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè v è e1. Çíàê â ôîðìóëå Ýéëåðà âûáèðàåòñÿ òàê
æå, êàê è äëÿ êðèâèçíû ãëàâíîãî íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ. k(γ) åù¼ íàçûâàþò îðèåí-
òèðîâàííîé êðèâèçíîé íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ. Îíà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé óãëà
ϕ ∈ (0; 2π) è èìååò ìèíèìóìû è ìàêñèìóìû, ðàâíûå λ1 è λ2, ñîîòâåòñòâóþùèå
ãëàâíûì íàïðàâëåíèÿì.

e1

e2

v

ϕ

Ðèñ. 4.4. Áàçèñ ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé.

Âû÷èñëåíèå âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû,
ãëàâíûõ êðèâèçí è âåêòîðîâ ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé

Öèëèíäð. Âûïîëíèì ïàðàìåòðèçàöèþ öèëèíäðà è âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå

r(ϕ, z) =
(
R cos(ϕ); R sin(ϕ); z

)
,
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rϕ(ϕ, z) =
(
−R sin(ϕ); R cos(ϕ); 0

)
, rz(ϕ, z) =

(
0; 0; 1

)
.

Òîãäà ìàòðèöà ïåðâîé ôîðìû ðàâíà

G =

(
R2 0
0 1

)
.

Ñîñ÷èòàåì íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

[
rϕ, rz

]
=
(
R cos(ϕ); R sin(ϕ); 0

)
,
∥∥[rϕ, rz

]∥∥ = R,

è òîãäà
N =

(
cos(ϕ); sin(ϕ); 0

)
.

Òåïåðü âû÷èñëèì âòîðûå ïðîèçâîäíûå

rϕϕ =
(
−R cos(ϕ); −R sin(ϕ); 0

)
, rϕz =

(
0; 0; 0

)
,

rzϕ =
(
0; 0; 0

)
, rzz =

(
0; 0; 0

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà âòîðîé ôîðìû ïðèìåò âèä

Q =



〈rϕϕ, N〉 〈rϕz, N〉

〈rzϕ, N〉 〈rzz, N〉


 =

(
−R 0
0 0

)
.

Çàéì¼ìñÿ ïîèñêîì ãëàâíûõ êðèâèçí. Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì ìàòðèöó

Q− λG =

(
−R− λR2 0

0 −λ

)
,

íàéä¼ì å¼ îïðåäåëèòåëü è ïðèðàâíÿåì åãî íóëþ

det
(
Q− λG

)
= λR(1 + λR) = 0 ⇒ λ1 = 0, λ2 = − 1

R
.

Òåïåðü ïîñìîòðèì êàê âûãëÿäÿò ãëàâíûå êðèâèçíû. Ïîäñòàâèì λ â ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ëèíåéíîå óðàâíåíèå:

λ1 = 0 :

(
−R 0
0 0

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
⇒ v1 =

(
0; 1

)
.

λ2 = − 1

R
:

(
0 0
0 1/R

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
⇒ v2 =

(
1; 0

)
.

Ãëàâíûìè íîðìàëüíûìè ñå÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ îñü öèëèíäðà è îêðóæíîñòü. Äîïîë-
íèòåëüíî âû÷èñëèì ñðåäíþþ è ãàóññîâó êðèâèçíó öèëèíäðà. Îíè ðàâíû

H = 0− 1

R
= − 1

R
, K = 0 ·

(
− 1

R

)
= 0.
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v1

n v2

Ðèñ. 4.5. Ãëàâíûå íîðìàëüíûå ñå÷åíèÿ öèëèíäðà.

u

v

a cosh
(
u
a

)

Ðèñ. 4.6. Öåïíàÿ ëèíèÿ.

Êàòåíîèä. Ýòî ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ öåïíîé ëèíèè. Ïàðàìåòðè÷åñêè îíà ìîæåò
áûòü îïðåäåëåíà êàê

r(u, v) =
(
a cosh(u/a) cos(v); a cosh(u/a) sin(v); u

)
.

Íàéä¼ì ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó, âû÷èñëèâ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå:

ru =
(
sinh(u/a) cos(v); sinh(u/a) sin(v); 1

)
,

rv =
(
−a cosh(u/a) sin(v); a cosh(u/a) cos(v); 0

)
.

G =

(
sinh2(u/a) + 1 0

0 a2 cosh2(u/a)

)
=

(
cosh2(u/a) 0

0 a2 cosh2(u/a)

)
.

Âû÷èñëèì íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè

[
ru, rv

]
=
(
−a cosh(u/a) cos(v); −a cosh(u/a) sin(v); a sinh(u/a) cosh(u/a)

)
,
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∥∥[ru, rv
]∥∥2

= a2 cosh2(u/a) cos2(v) + a2 cosh2(u/a) sin2(v) + a2 sinh2(u/a) cosh2(u/a) =

= a2 cosh2(u/a)(1 + sinh2(u/a)) =
(
a cosh2(u/a)

)2
,

N(u, v) =

(
− cos(v)

cosh(u/a)
; − sin(v)

cosh(u/a)
;

sinh(u/a)

cosh(u/a)

)
.

Äëÿ ïîèñêà ìàòðèöû âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû âû÷èñëèì âòîðûå ïðîèçâîä-
íûå

ruu =

(
1

a
cosh(u/a) cos(v);

1

a
cosh(u/a) sin(v); 0

)
,

ruv = (− sinh(u/a) sin(v); sinh(u/a) cos(v); 0) ,

rvv =
(
−a cosh(u/a) cos(v); −a cosh(u/a) sin(v); 0

)
.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

Q =

(
−1/a 0

0 a

)
.

Ñîñòàâèì ìàòðèöó Q− λG, íàéä¼ì å¼ îïðåäåëèòåëü è ïðèðàâíÿåì åãî íóëþ:

Q− λG =



− 1
a
− λ cosh2(u/a) 0

0 a− λa2 cosh2(u/a)


 ,

det
(
Q− λG

)
= −

(
1

a
+ λ cosh2(u/a)

)(
a− λa2 cosh2(u/a)

)
= 0,

λ1 = − 1

a cosh2(u/a)
, λ2 =

1

a cosh2(u/a)
.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà Q − λG äèàãîíàëüíà, òî âåêòîðà ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé ìîãóò
áûòü âûáðàíû êàê

v1 =
(
0; 1

)
, v2 =

(
1; 0

)
.

Ñðåäíÿÿ è ãàóññîâà êðèâèçíà îêàçûâàþòñÿ ðàâíû

H = λ1 + λ2 = 0, K = λ1 · λ2 = − 1
(
a cosh2(u/a)

)2 .

Çàäà÷à, êîìáèíèðóþùàÿ òåîðèþ êðèâûõ
è òåîðèþ ïîâåðõíîñòåé

Ïóñòü çàäàíà áèðåãóëÿðíàÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ ρ(s) ⊂ R3,
êðó÷åíèå êîòîðîé κ îòëè÷íî îò íóëÿ. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü

r(s, u) = ρ(s) + u · v(s), u > 0.

Çàäà÷à: íàéòè ïåðâóþ è âòîðóþ ôóíäàìåíòàëüíûå ôîðìû òàêîé ïîâåðõíîñòè, å¼
ãëàâíûå êðèâèçíû, âåêòîðà ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé, ñðåäíþþ è ãàóññîâó êðèâèçíó.
Âû÷èñëèì ïåðâûå ïðîèçâîäíûå

rs = ρ̇(s) + uv̇(s) = v(s) + u · k(s)n(s), ru = v(s).
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ρ(s)

v

Ðèñ. 4.7. Ïîâåðõíîñòü r(s).

Ïîñòðîèì ìàòðèöó ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû:

G =

(
1 + u2k2 1

1 1

)
.

Ïîñ÷èòàåì íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè:

N =
[rs, ru]

‖[rs, ru]‖
=

[v + uk · n, v]

‖[v + uk · n, v]‖ = − uk · b
‖uk · b‖ = −b(s).

Âû÷èñëèì âòîðûå ïðîèçâîäíûå äëÿ ìàòðèöû âòîðîé ôîðìû:

rss = v̇ + u ·
(
k̇n+ kṅ

)
= kn+ u(k̇n− k2v + kκb) =

= −uk2v(s) + (k + uk̇)n(s) + ukκb(s),
rsu = k · n(s),

ruu = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû èìååò âèä

Q =

(
−ukκ 0

0 0

)
.

Ïîñòðîèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

Q− λG =



−ukκ − λ(1 + u2k2) −λ

−λ −λ


 ,

det
(
Q− λG

)
= λ(ukκ + λ(1 + u2k2))− λ2 = λ

(
u2k2λ+ ukκ

)
= 0.

Îòêóäà íàõîäèì, ÷òî ãëàâíûå êðèâèçíû ðàâíû:

λ1 = 0, λ2 = − κ
uk
.
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Íàéä¼ì âåêòîðû ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé:

λ1 = 0 :

(
−ukκ 0

0 0

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
⇒ v1 =

(
0; 1

)
.

λ2 = − κ
uk

:

(
κ/uk κ/uk
κ/uk κ/uk

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
⇒ v2 =

(
1; −1

)
.

Íàêîíåö, âû÷èñëèì ãàóññîâó è ñðåäíþþ êðèâèçíó:

K = λ1 · λ2 = 0, H = λ1 + λ2 = − κ
uk
.

Çàäà÷è ñ ëåãêî óãàäûâàåìûì îòâåòîì

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ýéëåðà

k = λ1 cos2(ϕ) + λ2 sin2(ϕ)

ìîæíî äîâîëüíî áûñòðî ïîëó÷àòü èñêîìûå çíà÷åíèÿ.

Ñôåðà. Âñå íîðìàëüíûå ñå÷åíèÿ ñôåðû S2(R) îäèíàêîâû è ÿâëÿþòñÿ îêðóæíî-
ñòÿìè. Ôóíêöèÿ êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, òîëüêî åñëè λ1 = λ2. Â íàøåì
ñëó÷àå k = 1/R. Êîãäà âñå ãëàâíûå êðèâèçíû â òî÷êå îäèíàêîâû, òî òàêàÿ òî÷êà
íàçûâàåòñÿ îìáèëè÷åñêîé. Ó ñôåðû âñå òî÷êè îìáèëè÷åñêèå.

Òîð âðàùåíèÿ. Ýòî ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷àåìàÿ âðàùåíèåì îêðóæíîñòè ðàäèóñà r
âîêðóã íåêîòîðîé îñè. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå îò îñè âðàùåíèÿ äî öåíòðà ýòîé îêðóæ-
íîñòè ðàâíî R > r.

R

r

Q

N n

P

N n

Ðèñ. 4.8. Òîð âðàùåíèÿ.

Ïîñ÷èòàåì ñðåäíþþ êðèâèçíó â êàêèõ-íèáóäü òî÷êàõ. Íàïðèìåð, â òî÷êå P , ÿâëÿ-
þùåéñÿ áëèæàéøåé ê îñè âðàùåíèÿ, ãëàâíûìè íîðìàëüíûìè ñå÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ
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îêðóæíîñòü ðàäèóñà R − r ñ öåíòðîì, ëåæàùèì íà îñè âðàùåíèÿ, è îêðóæíîñòü
ðàäèóñà r. Ñ ó÷¼òîì âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ íîðìàëåé ïîëó÷àåì

H(P ) =
1

R− r −
1

r
.

Ðàññìîòðèì òî÷êó Q, ÿâëÿþùóþñÿ ìàêñèìàëüíî óäàë¼ííîé îò îñè âðàùåíèÿ. Ãëàâ-
íûå íîðìàëüíûå ñå÷åíèÿ � òà æå îêðóæíîñòü ðàäèóñà r è îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì
íà îñè âðàùåíèÿ ðàäèóñà R + r. Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ðàâíà

H(Q) = −
(

1

R + r
+

1

r

)
.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãàóññîâîé è ñðåäíåé êðèâèçíû

Ïóñòü çàäàíà ïîâåðõíîñòü M2 ⊂ R3. Å¼ ãàóññîâà êðèâèçíà ðàâíà K = λ1 · λ2. Ïî
å¼ çíàêó ìîæíî ñóäèòü î òîì, êàê ñåáÿ âåä¼ò ïîâåðõíîñòü â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé
òî÷êè. Åñëè K(P ) > 0, òî îêðåñòíîñòü òî÷êè P ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò êàñàòåëü-
íîé ïëîñêîñòè, è òîãäà òî÷êà P íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé. Â ýòîì ñëó÷àå ãëàâíûå
êðèâèçíû èìåþò îäèíàêîâûé çíàê, à çíà÷èò ãëàâíûå íîðìàëè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñå-
÷åíèé íàõîäÿòñÿ â îäíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå. Îòñþäà ñëåäóåò, ïî ôîðìóëå Ýéëåðà,
÷òî ãëàâíûå íîðìàëè âñåõ íîðìàëüíûõ ñå÷åíèé íàõîäÿòñÿ â îäíîì ïîëóïðîñòðàí-
ñòâå.
Åñëè æå, íàîáîðîò, K(P ) < 0, òî îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè âåä¼ò ñåáÿ êàê ãèïåðáî-

ëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä, òî åñòü îêðåñòíîñòü íàõîäèòñÿ ïî îáå ñòîðîíû êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòè. Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè. Â ýòîì ñëó÷àå ãëàâíûå êðè-
âèçíû èìåþò ðàçíûå çíàêè, è, ñëåäîâàòåëüíî, ãëàâíûå íîðìàëè íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ
ïîëóïðîñòðàíñòâàõ. Ïîýòîìó îäíî ãëàâíîå íîðìàëüíîå ñå÷åíèå ñâîðà÷èâàåò â îäíó
ñòîðîíó îò êàñàòåëüíîé ïëîñîêñòè, à âòîðîå � â ïðîòèâîïîëîæíóþ.
Çíàÿ ýòî, íåòðóäíî ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü çàäàíà ñôåðà, è ìû çíàåì,

÷òî â êàæäîé òî÷êå å¼ ãàóññîâà êðèâèçíà ðàâíà K = 1/R2 > 0. Åñëè ýòó ñôåðó ïðî-
äåôîðìèðîâàòü, òî âîçíèêàþò òî÷êè, â êîòîðûõ K < 0. Ìîæíî ëè âëîæèòü ñôåðó â
R3 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ãàóññîâà êðèâèçíà K(P ) < 0 â ëþáîé òî÷êå P? Îòâåò: íåò.
Èäåÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùàÿ. Ïîñêîëüêó ñôåðà êîìïàêòíà, òî ïîñëå äåôîðìàöèè îíà
îñòà¼òñÿ êîìïàêòíîé, à ýòî çíà÷èò, ÷òî å¼ ìîæíî âïèñàòü â íåêîòîðûé øàð êîíå÷-
íîãî ðàäèóñà. Âîçüì¼ì äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü è áóäåì äâèãàòü å¼ èç áåñêîíå÷íîñòè
â ñòîðîíó äåôîðìèðîâàííîé ñôåðû. Â ñèëó ãëàäêîñòè, íàéä¼òñÿ òî÷êà, â êîòîðîé
ïëîñêîñòü êîñí¼òñÿ ñôåðû ïåðâûé ðàç. Òîãäà òàêàÿ ïëîñêîñòü áóäåò êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòüþ ê ñôåðå, à âñÿ ñôåðà áóäåò ëåæàòü ïî îäíó ñòîðîíó îò íå¼. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â òàêîé òî÷êå ãàóññîâà êðèâèçíà ïîëîæèòåëüíà.
Îáñóäèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñðåäíåé êðèâèçíû. Ïóñòü çàäàíà ãèïåðïîâåðõ-

íîñòü Mn−1 ⊂ Rn, è â òî÷êå P ïîñòðîåíî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TPM ñ îðòî-
ãîíàëüíûì áàçèñîì {f1, . . . , fn−1}. Òîãäà äëÿ êàæäîãî âåêòîðà fi ìîæíî ïîñòðîèòü
íîðìàëüíîå ñå÷åíèå γi = Πi(fi, N)∩M . Ó ýòîãî ñå÷åíèÿ åñòü îðèåíòèðîâàííàÿ êðè-
âèçíà ki. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ∑

i

ki = H.
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Ñåìèíàð 5

Ãàóññîâà è ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ãðàôèêà

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü çàäàíà ãðàôèêîì z = f(x, y). Âû÷èñëèì å¼ õàðàêòåðèñòèêè.
Äëÿ ýòîãî âûïîëíèì ïàðàìåòðèçàöèþ

r(x, y) =
(
x, y, f(x, y)

)
;

Äèôôåðåíöèðóåì
rx = (1; 0; fx), ry = (0; 1; fy).

Ìàòðèöà ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè:

G =

(
1 + f 2

x fxfy
fxfy 1 + f 2

y

)
. (5.1)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàéä¼òñÿ òî÷êà P , â êîòîðîé fx(P ) = fy(P ) = 0, òî ìàòðèöà
ïåðâîé ôîðìû ïðèìåò âèä

G(P ) =

(
1 0
0 1

)
.

Ñäåëàòü ýòî ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â òî÷êå P ïîñòðîèòü êàñàòåëüíóþ ïëîñ-
êîñòü, îñè x è y ðàñïîëîæèòü â ýòîé ïëîñêîñòè, à îñü z íàïðàâèòü ïî íîðìàëè. Òîãäà
ëîêàëüíî ïîâåðõíîñòü � ãðàôèê ôóíêöèè z = f(x, y), è ó ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå P
ïåðâûå ïðîèçâîäíûå îáðàùàþòñÿ â íóëü.
Âû÷èñëèì íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè

N =

(
−fx; −fy; 1

)
√
f 2
x + f 2

y + 1
.

Ñ÷èòàåì âòîðûå ïðîèçâîäíûå:

rxx = (0; 0; fxx), rxy = (0; 0; fxy), ryy = (0; 0; fyy)

è ñòðîèì ìàòðèöó âòîðîé ôîðìû

Q =
1√

f 2
x + f 2

y + 1

(
fxx fxy
fxy fyy

)
. (5.2)

Ãàóññîâó êðèâèçíó îïðåäåëèì êàê

K =
detQ

detG
=

1

f 2
x + f 2

y + 1
· fxxfyy − f 2

xy

(1 + f 2
x)(1 + f 2

y )− f 2
xf

2
y

=
1

f 2
x + f 2

y + 1
· fxxfyy − f

2
xy

1 + f 2
x + f 2

y

=

=
fxxfyy − f 2

xy

(1 + f 2
x + f 2

y )2
.

(5.3)
Ñðåäíþþ êðèâèçíó ïîñ÷èòàåì êàê ñëåä ìàòðèöû QG−1. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì G−1

G−1 =
1

f 2
x + f 2

y + 1

(
1 + f 2

y −fxfy
−fxfy 1 + f 2

x

)
.
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Äàëåå

QG−1 =
1

(f 2
x + f 2

y + 1)3/2

(
fxx fxy
fxy fyy

)(
1 + f 2

y −fxfy
−fxfy 1 + f 2

x

)
.

Âû÷èñëèì äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû è ïîñòðèì å¼ ñëåä

Tr(QG−1) =
1

(f 2
x + f 2

y + 1)3/2

(
fxx(1 + f 2

y )− fxyfxfy + fyy(1 + f 2
x)− fxyfxfy

)
.

Òàêèì îáðàçîì,

H =
fxx(1 + f 2

y )− 2fxyfxfy + fyy(1 + f 2
x)

(f 2
x + f 2

y + 1)3/2
. (5.4)

Çàäà÷à 5.1. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ñðåäíåé è ãàóññîâîé êðèâèçíû äëÿ ïîâåðõíîñòè,
çàäàííîé íåÿâíî F (x, y, z) = 0.

Òåîðåìà Ìåíüå

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü çàäàíà ïîâåðõíîñòü M , è â å¼ íåêîòîðîé òî÷êå ïîñòðîåíî êà-
ñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TPM è âåêòîð íîðìàëè N(P ). Âåêòîð v ∈ TPM è âåêòîð
N(P ) çàäàþò ïëîñêîñòü ΠN . Ïóñòü γN = ΠN ∩M � íîðìàëüíîå ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè
M ïëîñêîñòüþ ΠN . Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü Π, îäèí èç îáðàçóþùèõ âåêòîðîâ êîòîðîé
ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì v, à âòîðîé íå ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì íîðìàëè N(P ). Ñå÷å-
íèå ïîâåðõíîñòè ýòîé ïëîñêîñòüþ îáîçíà÷èì γ = Π ∩M . Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ÷òî
γN ∩ γ = P . Òîãäà êðèâèçíû ýòèõ ñå÷åíèé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

kN = k cos(α), (5.5)

ãäå α � óãîë ìåæäó ãëàâíûìè íîðìàëÿìè êðèâûõ γ è γN .

γ

Π

γN

N

v

ΠN

M

TPM

Ðèñ. 5.1. Òåîðåìà Ìåíüå.
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P
β

β

γ

γN

Ðèñ. 5.2. Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Ìåíüå.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ýòîé òåîðåìû. Ïóñòü çàäàí öèëèíäð, íà êîòî-
ðîì îòìå÷åíà òî÷êà P . ×åðåç íå¼ ïðîâåäåíû íîðìàëüíîå ñå÷åíèå � îêðóæíîñòü, è
íàêëîííîå � ýëëèïñ. Óãîë ìåæäó íàêëîííûì ñå÷åíèåì è îñüþ âðàùåíèÿ çàäàí è
ðàâåí β. Çàäà÷à: âû÷èñëèòü êðèâèçíó ýëëèïñà â òî÷êå P . Ïðîâåä¼ì ãëàâíûå íîð-
ìàëè ñå÷åíèé â òî÷êå P è çàìåòèì, ÷òî óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí β. Òîãäà ïî òåîðåìå
Ìåíüå, ïîëó÷àåì

k =
kN

cos(β)
=

1

R cos(β)
.

Äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû Âåéíãàðòåíà-Ãàóññà

Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, â êàæäîé òî÷êå êîòîðîé åñòü êàíî-
íè÷åñêèé áàçèñ (∂u1 , . . . , ∂un−1) è íîðìàëü N . Ýòî íåêèé àíàëîã ðåïåðà Ôðåíå, íî
âåêòîðû êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà íå îðòîíîðìèðîâàíû. Ôîðìóëû Âåéíãàðòåíà-Ãàóññà
ïîêàçûâàþò, êàê äèôôåðåíöèðîâàòü âåêòîðû èç íàáîðà (∂u1 , . . . , ∂un−1 , N) ïî uk:





∂

∂uk
∂ui =

n−1∑

α=1

Γαik∂uα + qikN,

∂

∂uk
N =

n−1∑

α=1

bαk∂uα + ckN.

(5.6)

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ Γ, q, b, c âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû ïåðâòîé è âòî-
ðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû.
Çàäà÷åé, ãäå åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ýòè ôîðìóëû, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îá ýêâèäè-

ñòàíòíîé ïîâåðõíîñòè. Ýòà ïîâåðõíîñòü � àíàëîã ýêâèäèñòàíòû äëÿ êðèâîé. Ïóñòü
äëÿ ïðîñòîòû çàäàíà ïîâåðõíîñòü M2 ⊂ R3, òîãäà ýêâèäèñòàíòíàÿ ïîâåðõíîñòü äëÿ
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íå¼ ñòðîèòñÿ òàê: îò êàæäîé òî÷êè ïîâåðõíîñòèM2 îòñòóïàåì â íàïðàâëåíèè íîðìà-
ëè N íà ðàññòîÿíèå ε. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü M2 çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè
êàê r(u, v), òîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì ε ýêâèäèñòàíòíàÿ ïîâåðõíîñòü çàäà¼òñÿ êàê

ρ(u, v) ≡ ρε(u, v) = r(u, v) + εN(u, v). (5.7)

Âû÷èñëèì ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó òàêîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ýòîãî ïîñ÷è-
òàåì ïåðâûå ïðîèçâîäíûå:

ρu = ru + εNu, ρv = rv + εNv.

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê 〈N,N〉 = 1, òî

2〈Nu, N〉 = 0 ⇒ Nu ⊥ N, Nv ⊥ N.

Ñëåäîâàòåëüíî, Nu, Nv ∈ TPM , à çíà÷èò

Nu = a∂u + b∂v,

Nv = c∂u + d∂v.

×òîáû íàéòè êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ìîæåì ðàññìîòðåòü ñêàëÿðíûå ïðîèçâå-
äåíèÿ

〈Nu, ∂u〉 = ag11 + bg12,

〈Nu, ∂v〉 = ag12 + bg22,

ãäå

(gij) =

(
〈∂u, ∂u〉 〈∂u, ∂v〉
〈∂v, ∂u〉 〈∂v, ∂v〉

)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû çíàåì, ÷òî

〈N, ∂u〉 = 0 ⇒ 0 =
∂

∂u
〈N, ∂u〉 = 〈Nu, ∂u〉+ 〈N, ∂uu〉 = 〈Nu, ∂u〉+ q11,

〈N, ∂v〉 = 0 ⇒ 0 =
∂

∂u
〈N, ∂v〉 = 〈Nu, ∂v〉+ 〈N, ∂vu〉 = 〈Nu, ∂v〉+ q12.

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû a è b óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå

(
−q11

−q12

)
= (gij)

(
a
b

)
.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ïàðû êîýôôèåíòîâ c è d:

(
−q21

−q22

)
= (gij)

(
c
d

)
.

Óìíîæàÿ ýòè óðàâíåíèÿ íà ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê (gij), ïîëó÷èì èñêîìûå êîýôôè-
öèåíòû. Â òåîðèè äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

(gij) =

(
E F
F G

)
; (qij) =

(
L M
M N

)
.
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Çàïèøåì â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìåòðèêå:

(gij)
−1 =

1

EG− F 2

(
G −F
−F E

)
.

Òîãäà

(
a
b

)
=

1

EG− F 2

(
G −F
−F E

)(
−L
−M

)
=

1

EG− F 2

(
FM −GL
FL− EM

)
,

(
c
d

)
=

1

EG− F 2

(
G −F
−F E

)(
−M
−N

)
=

1

EG− F 2

(
FN −GM
FM − EN

)
.

Äëÿ ýêâèäèñòàíòíîé ïîâåðõíîñòè èìååì:

ρu = ru + ε(a∂u + b∂v) = (1 + εa)∂u + bε∂v,

ρv = rv + ε(c∂u + d∂v) = cε∂u + (1 + εd)∂v.

Çàïèøåì ýëåìåíòû ìàòðèöû ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû:

(IΦΦ)11 = (1 + εa)2E + 2εb(1 + εa)F + ε2b2G,

(IΦΦ)12 = (1 + εa)cεE +
[
1 + ε(a+ d) + ε2(ad+ bc)

]
F + (1 + εd)bεG,

(IΦΦ)22 = ε2c2E + 2(1 + εd)cεF + (1 + εd)2G.

Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû â âèäå

IΦΦ = A0 + εA1 + o(ε).

IΦΦ =

(
E F
F G

)
+ ε

(
2aE + 2bF cE + (a+ d)F + bG

cE + (a+ d)F + bG 2dG+ 2cF

)
.

Ïîïðîáóåì ïîíÿòü, êàêîé âèä èìååò ìàòðèöà A1. Âî-ïåðâûõ, âñïîìíèì, ÷òî

(
a
b

)
= G−1

(
−L
−M

)
,

(
c
d

)
= G−1

(
−M
−N

)
.

Îòêóäà (
a c
b d

)
= −G−1Q.

Âî-âòîðûõ, âû÷èñëèì

G

(
a c
b d

)
=

(
E F
F G

)(
a c
b d

)
=

(
Ea+ Fb Ec+ Fd
Fa+Gb Fc+Gd

)
= −GG−1Q = −Q

è çàìåòèì, ÷òî òîãäà

IΦΦ =

(
E F
F G

)
+ ε

(
Ea+ Fb Ec+ Fd
Fa+Gb Fc+Gd

)
+ ε

(
Ea+ Fb Fa+Gb
Ec+Gd Fc+Gd

)
=

= G− ε(Q+QT ) = G− 2εQ.

46

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


КЛАССИЧЕСКАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ. СЕМИНАРЫ.

ИВАНОВ АЛЕКСАНДР ОЛЕГОВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Çàäà÷à 5.2. Ïðåîáðàçîâàòü ñëàãàåìîå ñ ε2:

ε2

(
a2E + 2abF + b2G acE + (ad+ bc)F + bdG

acE + (ad+ bc)F + bdG c2E + 2cdF + d2G

)
.

Îáñóäèì âòîðóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó ýêâèäèñòàíòíîé ïîâåðõíîñòè. Âñïîì-
íèì âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ρ:

ρu = ru + ε(a∂u + b∂v) = (1 + εa)∂u + bε∂v,

ρv = rv + ε(c∂u + d∂v) = cε∂u + (1 + εd)∂v.

Èñõîäÿ èç ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòè ρ, ìîæíî ïîëîæèòü å¼ íîðìàëü ðàâíîé èñõîäíîé.
Äàëåå íåîáõîäèìî ïîñ÷èòàòü âòîðûå ïðîèçâîäíûå:

ρuu = εau∂u + (1 + εa)∂uu + εbu∂v + εb∂vu ⇒ 〈ρuu, N〉 = (1 + εa)L+ εbM,

ρuv = εav∂u + (1 + εa)∂uv + εbv∂v + εb∂vv ⇒ 〈ρuv, N〉 = (1 + εa)M + εbN,

ρvu = εcu∂u + εc∂uu + εdu∂v + (1 + εd)∂vu ⇒ 〈ρvu, N〉 = εcL+ (1 + εd)M,

ρvv = εcv∂u + εc∂uv + εdv∂v + (1 + εd)∂vv ⇒ 〈ρvv, N〉 = εcM + (1 + εd)N.

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

IIΦΦ =

(
L M
M N

)
+ ε

(
aL+ bM aM + bN
cL+ dM cM + dN

)
=

(
L M
M N

)
+ ε

(
L M
M N

)(
a c
b d

)
=

= Q− εQG−1Q.
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Ñåìèíàð 6

Ãåîäåçè÷åñêàÿ

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü çàäàíà ãèïåðïîâåðõíîñòüMn−1 ⊂ Rn è êðèâàÿ γ ⊂Mn−1,
êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ êàê γ = (x1(t), . . . , xn(t)). Äëÿ ýòîé êðèâîé ìîæíî ïîñ÷èòàòü ñêî-
ðîñòü γ̇ = (ẋ1(t), . . . , ẋn(t)) è óñêîðåíèå γ̈ = (ẍ1(t), . . . , ẍn(t)). Êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ
γ̈ ‖ N â êàæäîé òî÷êå, íàçûâàþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè.

γ

P

N

γ̇

γ̈

M

Ðèñ. 6.1. Âåêòîðû ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ êðèâîé.

Åñëè íà ïîâåðõíîñòè çàäàíû êîîðäèíàòû u1(t), . . . , un(t), òî êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ óñêîðåíèÿ èìååò âèä

ü(t) +
∑

pq

Γipqu̇
pu̇q, (6.1)

ãäå Γipq � ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ:

Γijk =
1

2

∑

α

gαi
(
∂gjα
∂uk

+
∂gkα
∂uj

− ∂gjk
∂uα

.

)
(6.2)

Çäåñü (gij) = (gij)
−1.

Óñëîâèå γ̈ ‖ N îçíà÷àåò, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ γ̈ ðàâíÿåòñÿ íóëþ, òî
åñòü

üi(t) +
n−1∑

p,q=1

Γipqu̇
pu̇q = 0 ∀i = 1, . . . , n− 1. (6.3)

Ýòà ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ãåîäåçè÷åñêèõ.
Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè:





ü(t) +
n−1∑

p,q=1

Γipqu̇
pu̇q = 0,

ui(t0) = ui0,

u̇i(t0) = vi0.

(6.4)
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Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è, êàê ìû çíàåì, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Òåîðåìà 6.1. (Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ãåîäåçè÷åñêîé)
Äëÿ ëþáîé òî÷êè P è âåêòîðà ñêîðîñòè v

P = (u1
0, . . . , u

n−1
0 ) ∈M, v = (v1

0, . . . , v
n−1
0 ) ∈ TPM

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, òàêàÿ, ÷òî u(t0) = P è u̇(t0) = v.

Óòâåðæäåíèå 6.1. Åñëè γ(t) � ãåîäåçè÷åñêàÿ, òî ‖γ̇‖ = const.

Óòâåðæäåíèå 6.2. Óñëîâèå òîãî, ÷òî êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ðàâíîñèëüíî
òîìó, ÷òî âåêòîð êîâàðèàíòíîãî óñêîðåíèÿ ðàâåí íóëþ:

∇γ̇ γ̇ = 0. (6.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. ∇xy � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëÿ y âäîëü ïîëÿ x:

∇xy =
∑

k

xk∇ky, ∇ky
i =

∂yi

∂uk
+
∑

p

Γipky
p.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñëó÷àå ôóíêöèé êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âäîëü γ̇ � ýòî òî
æå ñàìîå, ÷òî è êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âäîëü êðèâîé:

∇γ̇f =
df

dt
.

Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

d

dt
〈γ̇, γ̇〉 = 2〈∇γ̇ γ̇, γ̇〉.

Âèäíî, ÷òî åñëè êîâàðèàíòíîå óñêîðåíèå ðàâíî íóëþ, òî íîðìà âåêòîðà ñêîðîñòè
ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé.

Ïðèìåðû è çàäà÷è

Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Rn êàê n-ìåðíóþ ïîâåðõ-
íîñòü â ñåáå. Åãî ìåòðèêà ïîñòîÿííà è ðàâíà

(gij) = (δij) ⇒ Γijk = 0 ∀i, j, k.
Òîãäà óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ èìååò âèä

üi(t) = 0 ⇒ ui(t) = ui0 + vi0t. (6.6)

Òàêèå óðàâíåíèÿ ïàðàìåòðèçóþò ïðÿìóþ ëèíèþ â Rn. Îòìåòèì, ÷òî åñëè âçÿòü â
êà÷åñòâå âåêòîðà ñêîðîñòè w = v/2, òî ìû ïîëó÷èì ôîðìàëüíî äðóãóþ ãåîäåçè÷å-
ñêóþ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äâèæåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî òîé æå ïðÿìîé.

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü çàäàíû äâå ïîâåðõíîñòèM è N , è ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷åñêîå
îòîáðàæåíèå

F : Mn−1 → Nn−1,

òîãäà F ïåðåâîäèò ãåîäåçè÷åñêèå â ãåîäåçè÷åñêèå.
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Öèëèíäð. Îïèøåì ãåîäåçè÷åñêèå íà ïðÿìîì êðóãîâîì öèëèíäðå ðàäèóñà R. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî öèëèíäð ëîêàëüíî èçîìåòðè÷åí ïëîñêîñòè: ðàçðåæåì åãî ïî îá-
ðàçóþùåé è ðàçâåðí¼ì íà ïëîñêóþ ïîëîñêó øèðèíû 2πR. Ãåîäåçè÷åñêèå íà ïîëîñêå
� ýòî ïðÿìûå ëèíèè. Â ñèëó íàïèñàííîé ðàíåå òåîðåìû, ïðè îáðàòíîì ïðåîáðàçî-
âàíèè ãåîäåçè÷åñêèå ïîëîñêè ïåðåõîäÿò â ãåîäåçè÷åñêèå öèëèíäðà: ãîðèçîíòàëüíàÿ
ïðÿìàÿ ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü, âåðòèêàëüíàÿ � â îáðàçóþùóþ ïðÿìóþ, à íàêëîí-
íàÿ � â âèíòîâóþ ëèíèþ.

R

2πR

P

QQ

S

R

Ðèñ. 6.2. Ãåîäåçè÷åñêèå íà öèëèíäðå.

Ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü è ïî-äðóãîìó. Ïîêðîåì ïëîñêîñòü öåëèêîì ïîëîñàìè øè-
ðèíû 2πR. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, íà ïëîñêîñòè R2 äåéñòâóåò ãðóïïà Z, êî-
òîðàÿ ïðåäñòàâëåíà ñäâèãàìè {

n · ~e
∣∣∣ n ∈ Z

}
.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò îðáèòà òî÷êè Q

P

Q

P

Q

P

Q

P

Q

P

Q

e

Ðèñ. 6.3. Äåéñòâèå ãðóïïû Z íà ïëîñêîñòè R2.

Z(Q) =
{
Q+ n · ~e

∣∣∣ n ∈ Z,
}
.
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è òî÷êè, ïîïàâøèå â îäíó îðáèòó îòîæäåñòâëÿþòñÿ. Ïðè òàêîì îòîæäåñòâëåíèè òî,
÷òî ïîëó÷åòñÿ, íàçûâàåòñÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì R2/Z ïëîñêîñòè ïîä äåéñòâèåì
ãðóïïû Z, à ýòî è åñòü öèëèíäð. Ïîëüçóÿñü òàêèì îòîæäåñòâëåíèåì, ìîæíî íàõî-
äèòü ãåîäåçè÷åñêèå íà ïëîñêîñòè, à çàòåì �ñâîðà÷èâàòü� å¼ â öèëèíäð.
Ïîëüçóÿñü òàêèì ïîäõîäîì, ëåãêî îòâåòèòü íà âîïðîñ, ñêîëüêî ãåîäåçè÷åñêèõ öè-

ëèíäðà ïðîõîäèò ÷åðåç äâå ôèêñèðîâàííûå òî÷êè. Îòâåò: áåñêîíå÷íî ìíîãî. Åñëè
îòîáðàçèòü öèëèíäð íà ïëîñêîñòü, ïîêðûòóþ ïîëîñàìè, òî â êàæäîé ïîëîñå áóäóò
íàõîäèòüñÿ òî÷êè Ai è Bi. ×åðåç äâå òî÷êè Ai è Bj èç ðàçíûõ ïîëîñ ìû ìîæåì ïðî-
âåñòè ïðÿìóþ, ÿâëÿþùóþñÿ ãåîäåçè÷åñêîé íà ïëîñêîñòè. Äëÿ âñåõ òàêèõ ïàð òî÷åê
ïðÿìûõ áóäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî. Ïðè îáðàòíîì îòîáðàæåíèè ïîëó÷èòñÿ áåñêîíå÷íî
ìíîãî âèíòîâûõ ëèíèé.

Êîíóñ. Ýòî åù¼ îäíà ïîâåðõíîñòü, êîòîðóþ ìîæíî ðàçâåðíóòü íà ïëîñêîñòü. Ðàç-
â¼ðòêîé êîíóñà áóäåò ÿâëÿòüñÿ óãîë íà ïëîñêîñòè. Íàïðàâëÿþùàÿ êîíóñà ïåðåõîäèò
â äóãó íà ïëîñêîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé. Ðàññìîòðèì, ÷òî
ïðîèñõîäèò ñ ïðÿìîé ïðè îòîáðàæåíèè íà ïîâåðõíîñòü êîíóñà. Êîãäà ïðÿìàÿ ïîïà-
äàåò â òî÷êó P íà ãðàíèöå óãëà, ýòà òî÷êà ïåðåõîäèò â òî÷êó íà äðóãîé åãî ñòîðîíå.
Ïðè ýòîì ìû äîëæíû ó÷åñòü, ÷òî óãîë β1 ìåæäó ïðÿìîé è îáðàçóþùåé äîëæåí
ñîõðàíÿòüñÿ. Èç òî÷êè P ñ äðóãîé ñòîðîíû óãëà ïîä óãëîì β1 ê îáðàçóþùåé ïðî-
äîëæàåì äâèæåíèå äî ñëåäóþùåãî ïåðåñå÷åíèÿ è òàê äàëåå.

R

β1

β1P
P

Q

R

Ðèñ. 6.4. Ãåîäåçè÷åñêèå íà êîíóñå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ðàçâîðà÷èâàòü ïîëó÷åííûé óãîë â ïëîñêîñòè è îòìå-
÷àòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñî ñòîðîíàìè ýêçåìïëÿðîâ óãëà, à çàòåì ïðîâîäèòü
îòîæäåñòâëåíèå òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ îäíîãî ýêçåì-
ïëÿðà, ïîëó÷àÿ òàêèì îáðàçîì ãåîäåçè÷åñêóþ êîíóñà.
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P

Q

R

α
α

Ðèñ. 6.5. Ðàçâ¼ðòêà êîíóñà.

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü çàäàíû äâå ïîâåðõíîñòè M1 è M2, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïî
êðèâîé γ = M1 ∩ M2. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå P ∈ γ
êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè ñîâïàäàþò TPM1 = TPM2. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîâåðõíîñòè M1 è
M2 êàñàþòñÿ ïî êðèâîé γ. Òîãäà γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ M1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ M2.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîâàðèàíòíîå óñêîðåíèå â íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè
ïðîïîðöèîíàëüíî ïðîåêöèè óñêîðåíèÿ íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü. Ïîñêîëüêó êàñà-
òåëüíûå óñêîðåíèÿ áóäóò ñîâïàäàòü, òî áóäóò ñîâïàäàòü è êîâàðèàíòíûå óñêîðåíèÿ.
Åñëè êàñàòåëüíàÿ ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ áóäåò ðàâíà íóëþ, òî íóëþ áóäóò ðàâíû îáà
êîâàðèàíòíûõ óñêîðåíèÿ.

Ñôåðà. Íàéòè ãåîäåçè÷åñêèå ñôåðû ìîæíî, èñïîëüçóÿ íàïèñàííóþ âûøå òåîðåìó.
Âîçüì¼ì ñôåðó è êîíóñ è ñîâìåñòèì èõ òàê, ÷òîáû ñôåðà îêàçàëàñü âíóòðè êîíó-

Ðèñ. 6.6. Ãåîäåçè÷åñêèå íà ñôåðå � áîëüøèå êðóãè.

ñà. Òîãäà îíè áóäóò êàñàòüñÿ ïî íåêîòîðîé ïàðàëëåëè ñôåðû. Ïîñêîëüêó äàííàÿ
îêðóæíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé êîíóñà, òî è äëÿ ñôåðû îíà ãåîäåçè÷åñêîé
íå áóäåò. Ýòî áóäåò âåðíî äëÿ ëþáîé ïàðàëëåëè, êðîìå áîëüøîãî êðóãà. Ðàññìîò-
ðèì ñôåðó, êîòîðóþ ïîìåñòèëè âíóòðü öèëèíäðà òàêîãî æå ðàäèóñà. Êðèâàÿ, ïî
êîòîðîé êàñàþòñÿ ïîâåðõíîñòè � áîëüøîé êðóã ñôåðû. Òàê êàê äëÿ öèëèíäðà ýòà

52

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


КЛАССИЧЕСКАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ. СЕМИНАРЫ.

ИВАНОВ АЛЕКСАНДР ОЛЕГОВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

êðèâàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, òî è äëÿ ñôåðû îíà ãåîäåçè÷åñêàÿ. Èç òåîðåìû ñóùåñòâîâà-
íèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñëåäóåò, ÷òî äðóãèõ ãåîäåçè÷åñêèõ íå ñóùåñòâóåò. Äëÿ ëþáîé
òî÷êè ñôåðû P è âåêòîðà ñêîðîñòè v ìîæíî ïîñòðîèòü ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷å-
ðåç öåíòð ñôåðû O, ïðèòîì åäèíñòâåííóþ. Ñå÷åíèå òàêîé ïëîñêîñòüþ � ýòî áîëüøîé
êðóã, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé.
Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé íà ñôåðå. Äëÿ ýòîãî âûïîëíèì ïàðàìåòðèçà-

öèþ ñôåðû: 



x = R sin(θ) cos(ϕ),

y = R sin(θ) sin(ϕ),

z = R cos(θ).

Âû÷èñëèì ìåòðèêó:

O

x

y

z

R

ϕ

θ

Ðèñ. 6.7. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ñôåðû.

rθ =
(
R cos(θ) cos(ϕ); R cos(θ) sin(ϕ); −R sin(θ)

)
,

rϕ =
(
−R sin(θ) sin(ϕ); R sin(θ) cos(ϕ); 0

)
.

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ýòè âåêòîðà îðòîãîíàëüíû. Òîãäà ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ôîðìà è å¼ ìàòðèöà èìåþò âèä

ds2 = R2dθ2 +R2 sin2(θ)dϕ2, (gij) =

(
R2 0
0 R2 sin2(θ)

)
.

Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê (gij):

(gij) = (gij)
−1 =

1

R4 sin2(θ)

(
R2 sin2(θ) 0

0 R2

)
=

(
1/R2 0

0 1/R2 sin2(θ)

)

Äëÿ íàïèñàíèÿ óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ íóæíî âû÷èñëèòü ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ:

Γijk =
1

2

2∑

α=1

gαi
(
∂gjα
∂uk

+
∂gkα
∂uj

− ∂gjk
∂uα

)
. (6.7)
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Γ1
11 =

1

2
g11

(
∂g11

∂u1

)
=

1

2
· 1

R2
· 0 = 0,

Γ1
12 = Γ1

21 =
1

2
g11

(
∂g11

∂u2
+
∂g21

∂u1
− ∂g12

∂u1

)
= 0,

Γ1
22 =

1

2
g11

(
∂g21

∂u2
+
∂g21

∂u2
− ∂g22

∂u1

)
=

1

2
· 1

R2
· (−2R2 sin(θ) cos(θ)) =

= − sin(θ) cos(θ).

Γ2
11 =

1

2
g22

(
∂g12

∂u1
+
∂g12

∂u1
− ∂g11

∂u2

)
= 0,

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

2
g22

(
∂g12

∂u2
+
∂g22

∂u1
− ∂g12

∂u2

)
=

1

2
· 1

R2 sin2(θ)
· (2R2 sin(θ) cos(θ)) =

= ctg(θ),

Γ2
22 =

1

2
g22

(
∂g22

∂u2
+
∂g22

∂u2
− ∂g22

∂u2

)
= 0.

Òåïåðü çàïèøåì óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ:

{
θ̈ − sin(θ) cos(θ)ϕ̇2 = 0,

ϕ̈+ 2ctg(θ) · θ̇ϕ̇ = 0.

Ïîïðîáóåì èçâëå÷ü îòñþäà êàêóþ-íèáóäü èíôîðìàöèþ î ãåîäåçè÷åñêèõ. Ìû çíà-
åì, ÷òî ïàðàëëåëü çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè

θ = θ0, ϕ = ϕ(t).

Ïîäñòàâëÿÿ òàêèå ôóíêöèè â óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ, ïîëó÷èì:

{
sin(θ0) cos(θ0)ϕ̇2 = 0,

ϕ̈ = 0.

Îòñþäà ìîæíî íàéòè, ÷òî ϕ(t) � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ëèáî ϕ̇ = 0, è ìû ïî-
ëó÷àåì òî÷êó íà ñôåðå (θ0, ϕ0); ëèáî ϕ̇ 6= 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, â íóëü îáðàùàåòñÿ
ñèíóñ èëè êîñèíóñ. Òàê êàê 0 < θ < π, òî cos(θ0) = 0, è θ0 = π/2. Òî åñòü ñðåäè
ïàðàëëåëåé èìååòñÿ òîëüêî îäíà ãåîäåçè÷åñêàÿ � ýêâàòîð.
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ ìåðèäèàíà, êîòîðûé çàäà¼òñÿ

ïàðàìåòðè÷åñêè êàê
θ = θ(t), ϕ = ϕ0.

Ïîäñòàâëÿÿ òàêóþ êðèâóþ â ñèñòåìó óðàâíåíèé, óâèäèì, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå âû-
ïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè, à ïåðâîå çàïèøåòñÿ êàê θ̈ = 0. Åãî ðåøåíèå � ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ëèíåéíî ïàðàìåòðèçîâàííûé ìåðèäèàí � ãåîäåçè-
÷åñêàÿ.
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Ïðÿìàÿ íà ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü çàäàíà ãèïåðïîâåðõíîñòü Mn−1 ⊂ Rn, à â íåé
ðàñïîëîæåíà ïðÿìàÿ γ. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî γ â íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé M .
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü γ(t) = u0 + vt, òîãäà γ̈ = 0, à çíà÷èò êàñàòåëüíàÿ ïðîåêöèÿ

óñêîðåíèÿ ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ â òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè � ãåîäåçè-
÷åñêàÿ.

Ãåîäåçè÷åñêèå íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ

Ïóñòü â ïëîñêîñòè xz ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàíà ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ (x(t); z(t)). Ñ
ïîìîùüþ âðàùåíèÿ ýòîé êðèâîé âîêðóã îñè z ïîëó÷èì íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü âðà-
ùåíèÿ. Äëÿ óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ìîæíî âûïèñàòü ïåð-
âûé èíòåãðàë.

O

x

y

z

Ðèñ. 6.8. Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ.

Òåîðåìà 6.4. (Òåîðåìà Êëåðî)
Ïóñòü γ(t) � ãåîäåçè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, à ρ(t) � ðàññòîÿíèå îò îñè âðàùå-
íèÿ äî ýòîé êðèâîé. Êðîìå òîãî, ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ìîæíî
ïðîâåñòè ìåðèäèàí. Ïóñòü α(t) � óãîë ìåæäó ìåðèäèàíîì è ãåîäåçè÷åñêîé. Òîãäà
ôóíêöèÿ

ρ(t) sin(α(t)) = c(t) (6.8)

ïîñòîÿííà âäîëü ãåîäåçè÷åñêèõ. Ôóíêöèÿ c(t) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Êëåðî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíèì ïàðàìåòðèçàöèþ ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ r(t, ϕ):





x(t, ϕ) = x(t) cos(ϕ),

y(t, ϕ) = x(t) sin(ϕ),

z(t, ϕ) = z(t).

x(t) > 0

Òîãäà
rt =

(
ẋ cos(ϕ); ẋ sin(ϕ); ż

)
, rϕ =

(
−x sin(ϕ); x cos(ϕ); 0

)
.
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Ìåòðèêà áóäåò èìåòü âèä

ds2 = (ẋ2 + ż2)dt2 + x2dϕ2.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð êðèâîé, òîãäà ẋ2 + ż2 = 1, è

ds2 = dt2 + x2dϕ2 = x2(t)

((
dt

x

)2

+ dϕ2

)
.

Ñäåëàåì çàìåíó ïàðàìåòðà t = t(τ), òàêóþ, ÷òîáû

dτ =
dt

x(t)
.

Òîãäà ââîäÿ ρ(τ) = x(t(τ)), ïîëó÷àåì ìåòðèêó â âèäå

ds2 = ρ2(τ)(dτ 2 + dϕ2).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ρ òàêîé æå, êàê ó x � ýòî ïåðåïàðàìåòðèçîâàííîå ðàññòîÿíèå
îò êðèâîé äî îñè âðàùåíèÿ.
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Ñåìèíàð 7

Ãåîäåçè÷åñêèå íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ (ïðîäîëæåíèå)

Äîêàçàòåëüñòâî. (Òåîðåìà Êëåðî. Ïðîäîëæåíèå)
Òåïåðü íóæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ â êîîð-
äèíàòàõ (u1 = τ ; u2 = ϕ). Â îáùåì âèäå îíî èìååò âèä:

üi(t) +
∑

p,q

Γipqu̇
pu̇q = 0,

ãäå

Γijk =
1

2

∑

α

gαi
(
∂gjα
∂uk

+
∂gkα
∂uj

− ∂gjk
∂uα

)
, (7.1)

(gij) =

(
ρ2 0
0 ρ2

)
, (gij) =

(
1/ρ2 0

0 1/ρ2

)
.

Ïîñêîëüêó ρ = ρ(τ), òî âñå ïðîèçâîäíûå ïî u2 = ϕ ðàâíû íóëþ. Âû÷èñëèì ñèìâîëû
Êðèñòîôôåëÿ, ââîäÿ îáîçíà÷åíèå ρ′ = ∂ρ

∂τ
:

Γ1
11 =

1

2
g11

(
∂g11

∂u1

)
=

1

2
· 1

ρ2
· 2ρρ′ = ρ′

ρ
,

Γ1
12 = Γ1

21 =
1

2
g11

(
∂g11

∂u2
+
∂g21

∂u1
− ∂g12

∂u1

)
= 0,

Γ1
22 =

1

2
g11

(
∂g21

∂u2
+
∂g21

∂u2
− ∂g22

∂u1

)
= −1

2
· 1

ρ2
· 2ρρ′ = −ρ

′

ρ
.

Γ2
11 =

1

2
g22

(
∂g12

∂u1
+
∂g12

∂u1
− ∂g11

∂u2

)
= 0,

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

2
g22

(
∂g12

∂u2
+
∂g22

∂u1
− ∂g12

∂u2

)
=

1

2
· 1

ρ2
· 2ρρ′ = ρ′

ρ
,

Γ2
22 =

1

2
g22

(
∂g22

∂u2
+
∂g22

∂u2
− ∂g22

∂u2

)
= 0.

Íàïèøåì óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ:





τ̈ +
ρ′

ρ

(
τ̇ 2 − ϕ̇2

)
= 0,

ϕ̈+
2ρ′

ρ
τ̇ ϕ̇ = 0.

Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëè íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ:

τ = τ0, ϕ = ϕ(t).

Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå äà¼ò íàì ϕ(t) = at + b. Ñëó÷àé a = 0 íàì íå èíòåðåñåí, à
ñëó÷àé a 6= 0 ïðèâîäèò íàñ ê òîìó, ÷òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ìû ïîëó÷èì ρ′(τ0) = 0.
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Òî åñòü ãåîäåçè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïàðàëëåëè íàèáîëüøåãî èëè íàèìåíüøåãî
ðàäèóñà.
Òåïåðü ïîñìîòðèì íà ìåðèäèàí m(t):

τ = τ(t), ϕ = ϕ0.

Ïîäñòàâëÿÿ òàêóþ êðèâóþ â óðàâíåíèå, ìû ïîëó÷èì, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå âûïîë-
íåíî àâòîìàòè÷åñêè, à ïåðâîå èìååò âèä

τ̈ +
ρ′

ρ
τ̇ 2 = 0.

Ïîíèçèì ïîðÿäîê, ââîäÿ f = τ̇ , òîãäà ïîëó÷èì

ḟ +
ρ′

ρ
f 2 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èíòåãðèðóåòñÿ, à çíà÷èò, ìåðèäèàí ïðè ïîäõîäÿùåé ïàðàìåòðèçàöèè
ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé.
Ïóñòü ìåðèäèàí ïàðàìåòðèçîâàí êàê

m(t) =
(
t; ϕ0

)
,

òîãäà åãî åêòîð ñêîðîñòè èìååò âèä

ṁ =
(
1; 0

)
.

Âåêòîð ñêîðîñòè ãåîäåçè÷åñêîé ðàâåí

γ̇ =
(
τ̇ ; ϕ̇

)
.

Âû÷èñëèì êîñèíóñ óãëà ìåæäó ýòèìè âåêòîðàìè:

cos(ṁ, γ̇) =
〈ṁ, γ̇〉
‖ṁ‖ · ‖γ̇‖ =

ρ2τ̇√
ρ2 · ρ2(τ̇ 2 + ϕ̇2)

=
τ̇√

τ̇ 2 + ϕ̇2
.

Îòêóäà

sin2(ṁ, γ̇) = 1− cos2(ṁ, γ̇) = 1− τ̇ 2

τ̇ 2 + ϕ̇2
=

ϕ̇2

τ̇ 2 + ϕ̇2
.

Òàêèì îáðàçîì,

c(t) =
ρ(τ(t)) · ϕ̇√
τ̇ 2 + ϕ̇2

.

Äîêàæåì, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ðàâíÿåòñÿ êîíñòàíòå. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

d

dt
c2(t) =

d

dt

ρ2ϕ̇2

τ̇ 2 + ϕ̇2
=

(
2ρρ′τ̇ · ϕ̇2 + 2ϕ̇ϕ̈ · ρ2

)(
τ̇ 2 + ϕ̇2

)
− ρ2ϕ̇2 · 2(τ̇ τ̈ + ϕ̇ϕ̈)

(
τ̇ 2 + ϕ̇2

)2 .
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Ðàññìîòðèì ÷èñëèòåëü ýòîé äðîáè:
(
2ρρ′τ̇ · ϕ̇2 + 2ϕ̇ϕ̈ · ρ2

)(
τ̇ 2 + ϕ̇2

)
− ρ2ϕ̇2 · 2(τ̇ τ̈ + ϕ̇ϕ̈) =

= 2ρρ′τ̇ 3ϕ̇2 + 2ρρ′τ̇ ϕ̇4 + 2ϕ̇ϕ̈ · ρ2τ̇ 2 + 2ϕ̇3ϕ̈ · ρ2 − 2ρ2ϕ̇2τ̇ τ̈ − 2ρ2ϕ̇3ϕ̈ =

= 2ρρ′τ̇ 3ϕ̇2 + 2ρρ′τ̇ ϕ̇4 + 2ϕ̇ϕ̈ · ρ2τ̇ 2 − 2ρ2ϕ̇2τ̇ τ̈ =

= 2ρ2τ̇ ϕ̇

(
ρ′

ρ
τ̇ 2ϕ̇+ ϕ̈τ̇ +

ρ′

ρ
ϕ̇3 − τ̈ ϕ̇

)
= . . .

Ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñ ãåîäåçè÷åñêîé, òî ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè:

ϕ̈ = −2ρ′

ρ
ϕ̇τ̇ , τ̈ = −ρ

′

ρ
(τ̇ 2 − ϕ̇2).

Òîãäà, ïðîäîëæàÿ âû÷èñëåíèÿ:

. . . = 2ρ2τ̇ ϕ̇

(
ρ′

ρ
τ̇ 2ϕ̇+

(
−2ρ′

ρ
ϕ̇τ̇

)
τ̇ +

ρ′

ρ
ϕ̇3 −

(
−ρ
′

ρ
(τ̇ 2 − ϕ̇2)

)
ϕ̇

)
=

= 2ρ2τ̇ ϕ̇

(
ρ′

ρ
τ̇ 2ϕ̇− 2ρ′

ρ
ϕ̇τ̇ 2 +

ρ′

ρ
ϕ̇3 +

ρ′

ρ
τ̇ 2ϕ̇− ρ′

ρ
ϕ̇3

)
= 0.

Òàêèì îáðàçîì,

d

dt
c2(t) = 0 ⇒ c2(t) = const ⇒ c(t) = const.

Ïîñòîÿíñòâî ôóíêöèè ρ · sin(α) âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óìåíüøå-
íèè ðàññòîÿíèÿ äî îñè âðàùåíèÿ óãîë ìåæäó ãåîäåçè÷åñêîé è ìåðèäèàíîì äîëæåí
ðàñòè, à ïðè óâåëè÷åíèè ýòîãî ðàññòîÿíèÿ � óáûâàòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åì áëèæå
ãåîäåçè÷åñêàÿ ïîäõîäèò ê îñè âðàùåíèÿ, òåì áîëüøå îíà ïîõîæà íà ïàðàëëåëü, è,
íàîáîðîò, ÷åì äàëüøå îò îñè, òåì áîëüøå îíà ïîõîæà íà ìåðèäèàí.

Ñëåäñòâèå 7.1. Ó ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé âðàùåíèåì ìîíîòîííîé ôóíêöèè, íå
ìîæåò áûòü çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîâåðõíîñòü îáðàçîâàíà âðàùåíèåì ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-
ùåé ôóíêöèèè f(x) âîêðóã îñè x. Òîãäà ó òàêîé ïîâåðõíîñòè íåò ãåîäåçè÷åñêèõ â
âèäå ïàðàëëåëåé, òàê êàê îíè áû ñîîòâåòñòâîâàëè ýêñòðåìóìàì ôóíêöèè f(x).
Ïóñòü ó ïîâåðõíîñòè âñ¼-òàêè åñòü çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ. Òàêàÿ êðèâàÿ ÿâëÿ-

åòñÿ îáðàçîì îêðóæíîñòè, ïîýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Òî åñòü íàéäóòñÿ
ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè, ìåæäó êîòîðûìè îêàçûâàåòñÿ çàæàòà êðèâàÿ. Òîãäà ìû ìî-
æåì íàéòè ïàðó òàêèõ ïàðàëëåëåé, êîòîðûå êàñàþòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé. Îáîçíà÷èì
òî÷êè êàñàíèÿ çà P è Q. Íî â ýòèõ òî÷êàõ óãîë ìåæäó ãåîäåçè÷åñêîé è ìåðèäèàíîì
ðàâåí

α(P ) = α(Q) =
π

2
.

Òàê êàê èíòåãðàë Êàðíî â ýòèõ òî÷êàõ èìååò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå, îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî

ρ(P ) = ρ(Q),

Íî, ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ î ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f , ýòî íåâîçìîæíî
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x

z

f(x)

P Q

Ðèñ. 7.1. Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Êëåðî.

Ìåòðèêè â îáëàñòè Rn. Êëàññè÷åñêèå ìåòðèêè

Ïàðàìåòðè÷åñêè ïîâåðõíîñòü çàäà¼òñÿ êàê îáðàç îòîáðàæåíèÿ

r : Ω→ Rn, Ω ⊂ Rk, k ≤ n.

Âñ¼, ÷òî îáñóæäàëîñü äî ýòîãî, ðàáîòàåò è ïðè k = n. Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü Ω
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê n-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü, âëîæåííóþ â Rn òîæäåñòâåííûì îòîá-
ðàæåíèåì. Òîãäà â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíû êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà
è ò.ä. Âîîáùå ãîâîðÿ, îòîáðàæåíèå r íå îáÿçàíî áûòü òîæäåñòâåííûì. Òîãäà ìû
ïîëó÷àåì äðóãóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûìè êðèâîëè-

íåéíûìè êîîðäèíàòàìè â îáëàñòè r(Ω). Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ìîæíî çàïèñûâàòü
êàñàòåëüíûå âåêòîðû è åâêëèäîâó ìåòðèêó, òî åñòü ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîð-
ìó ïîâåðõíîñòè.
Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì åâêëèäîâó ìåòðèêó ñôåðû. Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

èìåþò âèä 



x = r sin(θ) cos(ϕ),

y = r sin(θ) sin(ϕ),

z = r cos(θ).

Íà íèõ ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà îòîáðàæåíèå îáëàñòè

Ω =
{

(r, θ, ϕ);
∣∣∣; r > 0, 0 < θ < π, 0 < ϕ < 2π

}

âî ìíîæåñòâî
R3 \

{
x ≥ 0, y = 0

}
.

×òîáû îïðåäåëèòü ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, çàïèøåì áàçèñíûå âåêòî-
ðû:

∂r =
(
sin(θ) cos(ϕ); sin(θ) sin(ϕ); cos(θ)

)
,

∂θ =
(
r cos(θ) cos(ϕ); r cos(θ) sin(ϕ); −r sin(θ)

)
,

∂ϕ =
(
−r sin(θ) sin(ϕ); r sin(θ) cos(ϕ); 0

)
.
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Òîãäà åâêëèäîâà ìåòðèêà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2(θ)dϕ2.

Èç åâêëèäîâîé ìåòðèêè ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòðèêó ñôåðû S2(R) â ñôåðè÷åñêèõ êî-
îðäèíàòàõ. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå ñôåðû â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ �
ýòî r = R. Òîãäà

ds2
∣∣∣
S2(R)

= R2dθ2 +R2 sin2(θ)dϕ2.

Ñòåðåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà ñôåðå

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïóñòü çàäàíà ñôåðà x2 + y2 + z2 = R2. Íà ýòîé ñôåðå îòìåòèì
òî÷êó N = (0, 0, R), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñåâåðíûì ïîëþñîì. Ïîñòðîèì ïðîåêöèþ
ñôåðû íà ïëîñêîñòü:

σ : S2 \ {N} → Π2(z = 0).

Ïóñòü P ∈ S2(R). Ïðîâåä¼ì ëó÷ NP . Äëÿ ëþáîé P íàéä¼òñÿ òî÷êà

σ(P ) = NP ∩ Π2(z = 0),

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé òî÷êè P .

O

P

N

σ(P )(u, v)

z = 0

Ðèñ. 7.2. Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ.

Îòîáðàæåíèå σ îáëàäàåò ðÿäîì ñâîéñòâ. Âî-ïåðâûõ, îíî ÿâëÿåòñÿ âçàèìíîîäíî-
çíà÷íûì è ðåãóëÿðíûì.
Âî-âòîðûõ, ìîæíî íàïèñàòü ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè òî÷êè íà ñôåðå è å¼ ñòå-

ðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé. Ïóñòü σ(P ) = (u, v). Ïðè÷¼ì îñè ýòèõ êîîðäèíàò ñî-
íàïðàâëåíû ñ îñÿìè x è y. Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå ñôåðû ïëîñêîñòüþ NOP . Â ýòîì
ñå÷åíèè òðåóãîëüíèêè PNP ′ è σ(P )NO ïîäîáíû. Òîãäà ìû ìîæåì íàïèñàòü, ÷òî

x

u
=
R− z
R

,
y

v
=
R− z
R

.
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ΠO

N

P

σ(P )

x P ′

u

R− z

Ðèñ. 7.3. Ñå÷åíèå ñôåðû ïëîñêîñòüþ NOP .

Îòêóäà

x =
u(R− z)

R
, y =

v(R− z)

R
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèÿ ñôåðû, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ z. Îêîí-
÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x =
2R2u

u2 + v2 +R2
,

y =
2R2v

u2 + v2 +R2
,

z = R
u2 + v2 −R2

u2 + v2 +R2
.

Çàäà÷è î ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè

Ìåòðèêà ñôåðû â ñòåðåîãðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ñòàíäàðòíàÿ ìåòðèêà â
R3 èìååò âèä

ds2 = dx2 + dy2 + dz2.

×òîáû ïîñ÷èòàòü å¼ â ñòåðåîãðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, íàäî çàïèñàòü äèôôåðåí-
öèàëû. Çäåñü è äàëåå Σ2 = u2 + v2 +R2.

dx =
∂x

∂u
du+

∂x

∂v
dv =

2R2 · Σ2 − 2u · 2R2u

Σ4
du− 2v · 2R2u

Σ4
dv =

=
2R2

Σ4

[
(−u2 + v2 +R2)du− 2uv dv

]
,

dy =
∂y

∂u
du+

∂y

∂v
dv = −2u · 2R2v

Σ4
du+

2R2 · Σ2 − 2v · 2R2v

Σ4
dv =

=
2R2

Σ4

[
−2uv du+ (u2 − v2 +R2)dv

]
,
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dz =
∂z

∂u
du+

∂z

∂v
dv =

=
R

Σ4
[( 2u · Σ2 − 2u(u2 + v2 −R2) )du+( 2v · Σ2 − 2v(u2 + v2 −R2) )dv] =

=
R

Σ4

[
4uR2du+ 4vR2dv

]
=

4R3

Σ4
(udu+ vdv).

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â ìåòðèêó:

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 =

=
4R4

Σ8

[
(−u2 + v2 +R2)du− 2uv dv

]2
+

4R4

Σ8

[
−2uv du+ (u2 − v2 +R2)dv

]2
+

+
16R6

Σ8
(udu+ vdv)2 =

=
4R4

Σ8

[(
(−u2 + v2 +R2)2 + 4u2v2 + 4R2u2

)
du+

+
(
− 4uv(−u2 + v2 +R2)− 4uv(u2 − v2 +R2) + 8R2uv

)
dudv+

+
(
4u2v2 + (u2 − v2 +R2)2 + 4R2v2

)
dv2
]

=

=
4R4

Σ8
(Σ4du2 + Σ4dv2) =

4R4

(u2 + v2 +R2)2
(du2 + dv2).

Òàêèì îáðàçîì ìåòðèêà èìååò âèä

ds2 = λ2(u, v)(du2 + dv2).

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé. Ìåòðèêè òàêîãî òèïà íàçûâàþòñÿ
êîíôîðìíî-åâêëèäîâûìè.

63

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


КЛАССИЧЕСКАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ. СЕМИНАРЫ.

ИВАНОВ АЛЕКСАНДР ОЛЕГОВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ñåìèíàð 8

Çàäà÷è î ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè (ïðîäîëæåíèå)

Ñîõðàíåíèå óãëîâ ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè. Ïóñòü â îáëàñòè Ω ⊂ Rn

çàäàíà êîíôîðìíî-åâêëèäîâà ìåòðèêà

ds2 = λ2(u)(du12
+ . . .+ dun2).

Ðàññìîòðèì ïàðó êðèâûõ γ1, γ2 ⊂ Ω. Âû÷èñëèì óãîë α ìåæäó íèìè äâóìÿ ñïî-
ñîáàìè: â êîíôîðìíî-åâêëèäîâîé ìåòðèêå αc è â åâêëèäîâîé ìåòðèêå αe. Çàäà÷à:
ïîêàçàòü, ÷òî αc = αe.
Âû÷èñëèì êîñèíóñ óãëà

cos(α) =
〈γ̇1, γ̇2〉
‖γ̇1‖ · ‖γ̇2‖

.

Çàìåòèì, ÷òî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è íîðìû â êîíôîðìíîé è åâêëèäîâîé ìåò-
ðèêàõ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

〈 〉c = λ2〈 〉e, ‖ ‖c = |λ| · ‖ ‖e.
Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

cos(αc) =
〈γ̇1, γ̇2〉c
‖γ̇1‖c · ‖γ̇2‖c

=
λ2〈γ̇1, γ̇2〉e

|λ| · ‖γ̇1‖e · |λ| · ‖γ̇2‖e
=

〈γ̇1, γ̇2〉e
‖γ̇1‖e · ‖γ̇2‖e

= cos(αe).

Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ îêðóæíîñòåé. Ïóñòü çàäàíà ñôåðà S2(R) ⊂ R3.
Îêðóæíîñòü S1, ëåæàùóþ íà ýòîé ñôåðå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñå÷åíèå ñôåðû
íåêîòîðîé ïëîñêîñòüþ Π: S1 = Π ∩ S2. Çàäà÷à: íàéòè σ(S1).
Çàïèøåì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè

ax+ by + cz + d = 0

è ðàññìîòðèì åãî ïåðåñå÷åíèå ñî ñôåðîé. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñòåðåîãðàôè÷å-
ñêèìè êîîðäèíàòàìè:

x =
2R2u

u2 + v2 +R2
,

y =
2R2v

u2 + v2 +R2
,

z = R
u2 + v2 −R2

u2 + v2 +R2
.

Ïîäñòàâèì èõ â óðàâíåíèå ïëîñêîñòè

a · 2R2u

u2 + v2 +R2
+

b · 2R2v

u2 + v2 +R2
+ cR

u2 + v2 −R2

u2 + v2 +R2
+ d = 0,

a · 2R2u+ b · 2R2v + cR(u2 + v2 −R2) + d(u2 + v2 +R2) = 0,

(u2 + v2)(cR + d) + 2R2au+ 2R2bv − cR3 + dR2 = 0.

Åñëè cR+d 6= 0, òî ðåçóëüòàò ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè � îêðóæíîñòü èëè ïóñòîå
ìíîæåñòâî, à åñëè cR + d = 0, òî ðåçóëüòàò � ïðÿìàÿ ëèíèÿ.
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Ãåîìåòðèÿ ñôåðû

Òðåóãîëüíèê íà ñôåðå. Ïóñòü íà ñôåðå ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñîì R çàäàí
òðåóãîëüíèê ABC, îáðàçîâàííûé áîëüøèìè êðóãàìè íà ñôåðå. Äëèíû ñòîðîí ýòîãî
òðåóãîëüíèêà ñâÿçíû ñ óãëàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã êàê

R
O

A B

C

Ðèñ. 8.1. Òðåóãîëüíèê íà ñôåðå.

AB

R
= ∠AOB.

Ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äëèíàìè ñòîðîí òðåóãîëüíèêà íà ñôåðå è åãî óãëà-
ìè. Âñïîìíèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî äâèæåíèÿìè ñôåðû ÿâëÿþòñÿ âðàùåíèÿ òð¼õìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà, à âî-âòîðûõ, ÷òî åñëè ïðè äâèæåíèè òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå òî÷êè
îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè, òî äâèæåíèå òðèâèàëüíî.
Ïóñòü èìååòñÿ ñôåðà ðàäèóñà R, çàäàþùàÿñÿ óðàâíåíèåì

x2 + y2 + z2 = R2.

Ñ ïîìîùüþ äâèæåíèé äîáü¼ìñÿ òîãî, ÷òîáû âåðøèíà òðåóãîëüíèêà A èìåëà êîîðäè-
íàòû (0, 0, R), à âåðøèíà B ëåæàëà â ïëîñêîñòè x = 0. Çàïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äâèæåíèé, êîòîðàÿ ïåðåâåä¼ò òðåóãîëüíèê ABC â ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x

y

z

O

A

B

C

x

y

z

O

B′

A′

C ′

x

y

z

O
B′′

A′′

C ′′

Ðèñ. 8.2. Ïåðåìåùåíèå âåðøèí òðåóãîëüíèêà ïî ñôåðå.
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1) Ñïåðâà ïåðåâåä¼ì B â A âðàùåíèåì âîêðóã îñè x.

2) Çàòåì ïåðåâåä¼ì C â ïëîñêîñòü x = 0 âðàùåíèåì âîêðóã îñè z.

3) Ïîâòîðèì ïîñëåäíèè äâå îïåðàöèè äâàæäû. Òî åñòü òî÷êó, êîòîðàÿ ëåæèò â
ïëîñêîñòè x = 0 áóäåì ïåðåìåùàòü â ñåâåðíûé ïîëþñ ñôåðû, à çàòåì òðåòüþ
òî÷êó áóäåì ïåðåìåùàòü â ïëîñêîñòü x = 0.

Ïîñëå òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé òðåóãîëüíèê ABC ïåðåéä¼ò â ñåáÿ. Äëÿ òàêèõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé íàì ïîòðåáóþòñÿ ìàòðèöû ïîâîðîòà

X(ϕ) =




1 0 0
0 cos(ϕ) − sin(ϕ)
0 sin(ϕ) cos(ϕ)


 , Z(ϕ) =




cos(ϕ) − sin(ϕ) 0
sin(ϕ) cos(ϕ) 0

0 0 1


 .

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: α, β, γ � óãëû ïðè âåðøèíàõ A, B, C, è a, b, c � äëèíû ñòîðîí,
ëåæàùèõ íàïðîòèâ ýòèõ óãëîâ. Çàïèøåì öåïî÷êó ïðåîáðàçîâàíèé:

Z (π − α)X

(
b

R

)
Z (π − γ)X

( a
R

)
Z (π − β)X

( c
R

)
= E.

Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå íà ìàòðèöû îáðàòíûå ê òð¼ì ïðàâûì:

X
( a
R

)
Z (π − β)X

( c
R

)
= Z (γ − π)X

(
− b

R

)
Z (α− π) .

Ýòî óðàâíåíèå ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö äàñò 9 ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ óãëû
è ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà íà ñôåðå.

Çàäà÷à 8.1. Ïîëó÷èòü ýòè ñîîòíîøåíèÿ.

Ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïñåâäîñôåðà

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïðîñòðàíñòâîì Ìèíêîâñêîãî Rn
s èíäåêñà s íàçûâàþò ëè-

íåéíîå ïðîñòðàíñòâî Rn, â êîòîðîì ôèêñèðîâàíà áèëèíåéíàÿ ôîðìà, íàçûâàåìàÿ
ïñåâäîñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì èíäåêñà s, êîòîðàÿ â âûäåëåííûõ êîîðäè-
íàòàõ (x1, . . . , xn) çàïèñûâàåòñÿ êàê

ds2 = −
s∑

i=1

(dxi)2 +
n∑

i=s+1

(dxi)2. (8.1)

Å¼ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé è äèàãîíàëüíîé è èìååò âèä




-1
. . .

-1

. . .

. . .

1
. . .

1



. (8.2)
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Çíàìåíèòûé ïðèìåð ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà � ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî
R4

1, ñ êîòîðûì â ôèçèêå îòîæäåñòâëÿþò ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ:

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2. (8.3)

Îïðåäåëåíèå 8.2. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

Sn−1
s (R) =

{
x ∈ Rn

s

∣∣∣ 〈x, x〉s = R2,
}

(8.4)

íàçûâàåòñÿ ïñåâäîñôåðîé.

Äëÿ ïñåâäîñôåðû èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ðàäèóñû íóëåâûå è ÷èñòî ìíèìûå.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü Ìèíêîâñêîãî R2
1 ñ ïñåâäîñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-

íèåì
ds2 = −dx2 + dy2.

Ïñåâäîñôåðà
S1

1(1) =
{
− x2 + y2 = 1

}

ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîé. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïñåâäîñôåðà S1
1(0) � ýòî ïàðà ïåðåñåêàþùèõ-

ñÿ ïðÿìûõ, à S1
1(i) � òîæå ãèïåðáîëà, íî ïîâ¼ðíóòàÿ íà π/2. Òàêèì îáðàçîì, âñ¼

x

y

R
=
1

R
=
0

R
=
i

Ðèñ. 8.3. Ïñåâäîñôåðû S1
1(1) , S1

1(0) è S1
1(i).

ïðîñòðàíñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà âåêòîðû òð¼õ òèïîâ: âåêòîðû ñ ïîëîæèòåëüíûì ñêà-
ëÿðíûì êâàäðàòîì íàçûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûìè, ñ îòðèöàòåëüíûì
� âðåìåíèïîäîáíûìè, ñ íóëåâûì � ñâåòîïîäîáíûìè.
Ñîãëàñíî ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ÑÒÎ) ìèðîâûå ëèíèè (òðàåêòî-

ðèè, êîòîðûå îïèñûâàþò ñîáûòèÿ ïðè èçìåíåíèè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè) íå ìîãóò
áûòü ïðîèçâîëüíûìè êðèâûìè. Ó íèõ äîëæíû áûòü îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå
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íà âåêòîð ñêîðîñòè. Îäèí èç ïîñòóëàòîâ ÑÒÎ ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñêîðîñòü ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå íå ìîæåò áûòü áîëüøå ñêîðîñòè ñâåòà. Ïóñòü ìèðîâàÿ
ëèíèÿ îïèñûâàåòñÿ êàê

m(t) = (xi(t), t),

à å¼ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü èìååò âèä

γ = (x1(t); x2(t); x3(t)).

Òîãäà óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ñêîðîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî

〈ṁ, ṁ〉1 = −1 + ‖γ̇‖2 ≤ 0.

Òî åñòü ‖γ̇‖ ≤ 1.

Ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî

Ïÿòûé ïîñòóëàò åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñëè çàäàíà ïðÿìàÿ l
è òî÷êà P 6∈ l, òî ÷åðåç ýòó òî÷êó ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ l.
Ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî ñòðîèòñÿ íà óòâåðæäåíèè î òîì, ÷òî òàêèõ ïðÿìûõ ìîæíî
ïðîâåñòè áåñêîíå÷íî ìíîãî.
Òàêàÿ ãåîìåòðèÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî R3

1 ñî ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

ds2 = −dx2 + dy2 + dz2.

Ðàññìîòðèì â òàêîì ïðîñòðàíñòâå ïñåâäîñôåðó S2
1(iR), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíå-

íèþ
− x2 + y2 + z2 = −R2.

Èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìû çíàåì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáî-

O

x

y

z

Ðèñ. 8.4. Ïñåâäîñôåðà S2
1(iR) � äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä.
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ëîèäà, ðàñïîëîæåííîãî âäîëü îñè x. Îáîçíà÷èì ÷àñòü ïñåâäîñôåðû, ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ x ≥ 0, êàê

L2(R) = S2
1(iR) ∩

{
x ≥ 0

}
.

Òî÷êàìè ìîäåëè ãåîìåòðèè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ïñåâäîñôåðû, à ïðÿìûìè � öåíòðàëü-
íûå ñå÷åíèÿ. Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïñåâäîìåòðèêè,
îãðàíè÷åííîé íà ñôåðó 〈 〉1

∣∣
S2
1(iR)

. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêîå èíäóöèðîâàííîå ïñåâäî-

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, çàäàþùèì
ìåòðèêó íà L2(R).
Óâèäèì, ÷òî â òàêîé ãåîìåòðèè âûïîëíÿåòñÿ ïÿòûé ïîñòóëàò ãåîìåòðèè Ëîáà-

÷åâñêîãî. Ðàññìîòðèì ïñåâäîñôåðó L2(R), íà íåé ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ, ÿâëÿþùóþñÿ
ñå÷åíèåì íåêîòîðîé ïëîñêîñòüþ Π

l = L2(R) ∩ Π.

è îòìåòèì òî÷êó P ∈ L2(R), òàêóþ, ÷òî P 6∈ l. Ââåä¼ì êîíóñ � ïñåâäîñôåðó S2
1(0). Îí

ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü Π ïî ïàðå ïðÿìûõ. Âûáåðåì â ïëîñêîñòè Π ïðîñòðàíñòâåííî-

O

x

y

z

Π

l

Π′

Pl′(a)

a
Π ∩Π′

Ðèñ. 8.5. Ïÿòûé ïîñòóëàò ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî â R3
1.

ïîäîáíûé âåêòîð a, òî åñòü òàêîé, ÷òî îí ëåæèò çà ïðåäåëàìè êîíóñà. Ðàññìîòðèì
ïëîñêîñòü Π′(OP, a), íàòÿíóòóþ íà âåêòîðà OP è a. Ïîñêîëüêó îíà ñîäåðæèò òî÷êó
P , òî îíà ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëîèä ïî ïðÿìîé l′(a) = Π′∩L2(R). Ïðè÷¼ì l∩ l′(a) = ∅.
Äåéñòâèòåëüíî, (

l ∩ l′(a)
)
⊂
(
Π′ ∩ Π

)
,

íî ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòåé � ýòî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç a, êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåò
ãèïåðáîëîèä. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ïðÿìóþ l′(a), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç P è
íå ïåðåñåêàþùóþ l. Íî òàêèõ ïðÿìûõ ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íî ìíîãî, âûáèðàÿ
äðóãèå âåêòîðà a.
Åù¼ îäíà ìîäåëü ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî � ìîäåëü Ïóàíêàðå (ìîäåëü ñòåðåîãðà-

ôè÷åñêîé ïðîåêöèè).
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a

Π

l

Ðèñ. 8.6. Ñå÷åíèå êîíóñà (ïñåâäîñôåðû S2
1(0)) ïëîñêîñòüþ Π.

x

z

S(0, 0,−R) N(0, 0, R)

P

σ(P )

π/4

L2(R)

Ðèñ. 8.7. Ìîäåëü Ïóàíêàðå. Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 8.3. Ïóñòü çàäàíà ïñåâäîñôåðà L2(R) � ãèïåðáîëîèä. Îòìåòèì íà
âòîðîé ÷àñòè ãèïåðáîëîèäà òî÷êó S = (0, 0,−R), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ þæíûì ïî-
ëþñîì. Ðàññìîòðèì òî÷êó P ∈ L2(R) è äëÿ íå¼ ïîñòðîèì

σ(P ) = SP ∩
{
x = 0

}
. (8.5)

Äðóãèìè ñëîâàìè, çàäàíî îòîáðàæåíèå

σ : L2 → R2(x = 0). (8.6)
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Îíî íàçûâàåòñÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé.

Ïîñêîëüêó ãèïåðáîëîèä ñîäåðæèòñÿ âíóòðè êîíóñà −x2 + y2 + z2 = 0, òî åãî
îáðàçîì áóäåò íå âñÿ ïëîñêîñòü, à îòêðûòûé êðóã

σ(L2) = D2(R), (8.7)

êîòîðûé åù¼ íàçûâàþò êðóãîì Ïóàíêàðå.
Çàïèøåì ýòó ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ â êîîðäèíàòàõ. ×òîáû ôîðìóëû ïðè-

íÿëè âèä, ïîõîæèé íà ñòåðåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñôåðû, íàïðàâèì ãèïåðáîëî-
èä âäîëü îñè z. Ïóñòü P ′ ïðîåêöèÿ P íà îñü z. Òîãäà òðåóãîëüíèêè Sσ(P )O è SPP ′

z

x

S O N

P

P ′

σ(P )

Ðèñ. 8.8. Ñòåðåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû.

ïîäîáíû, îòêóäà
x

u
=
z +R

R
,

y

v
=
z +R

R
.

Âûðàæàÿ èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé x è y è ïîäñòàâëÿÿ èõ â óðàâíåíèå ïñåâäîñôåðû
x2 + y2 − z2 = R2, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà z, îòêóäà íàõîäèì u è v:

x =
2R2u

R2 − u2 − v2

y =
2R2v

R2 − u2 − v2

z = R
R2 + u2 + v2

R2 − u2 − v2

(8.8)

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôîðìóë ìîæíî âû÷èñëèòü èíäóöèðîâàííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå íà L2(R):

ds2 =
4R4

(R2 − u2 − v2)2
(du2 + dv2). (8.9)
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Çàäà÷à 8.2. Ïðîâåðèòü ïîñëåäíåå âûðàæåíèå.

Ìû âèäèì, ÷òî ýòî ðèìàíîâà ìåòðèêà, òî åñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ôîð-
ìà. Çíà÷èò, L2 � íàñòîÿùàÿ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíàÿ ïîâåðõíîñòü. Áîëåå òîãî, ýòî
êîíôîðìíî-åâêëèäîâà ìåòðèêà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óãëû íà ïëîñêîñòè
Ëîáà÷åâñêîãî â ýòîé ìîäåëè óñòðîåíû òàê æå, êàê åâêëèäîâû óãëû.
Òåïåðü ìû ìîæåì ïðåäñòàâëÿòü ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî â íàøåé ìîäåëè êàê êðóã

ðàäèóñà R. Ïîñìîòðèì, êóäà ïåðåõîäÿò öåíòðàëüíûå ñå÷åíèÿ ãèïåðáîëîèäà ïðè ñòå-

R

O′

r

O

Ðèñ. 8.9. Ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî â ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ìîäåëè.

ðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò

ax+ by + cz = 0

è ïîäñòàâèì â íåãî ñòåðåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû:

a · 2R2u

R2 − u2 − v2
+

b · 2R2v

R2 − u2 − v2
+ cR

R2 + u2 + v2

R2 − u2 − v2
= 0,

2R2au+ 2R2bv + cR(u2 + v2 +R2) = 0,

cR(u2 + v2) + 2R2au+ 2R2bv + cR3 = 0.

Ïðè c = 0 öåíòðàëüíûå ñå÷åíèÿ ãèïåðáîëîèäà ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè
ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå � äèàìåòðû êðóãà. Åñëè æå, íàîáîðîò, c 6= 0, òî ïîëó÷åííîå
óðàâíåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

u2 + v2 +R2 + 2
a

c
Ru+ 2

b

c
Rv = 0,

(
u+

a

c
R
)2

+

(
v +

b

c
R

)2

=
a2R2 + b2R2 − c2

c2
.

Îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ýòî îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O1(a
c
R, b

c
R). Ïðîâåä¼ì

îêðóæíîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ê ãðàíèöå êðóãà Ïóàíêàðå (àáñîëþòó). Òîãäà äîëæ-
íà ðàáîòàòü òåîðåìà Ïèôàãîðà:

|OO1|2 =
(a2 + b2)R2

c2
= R2 + r2,
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÷òî ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè c 6= 0
îáðàç öåíòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ ãèïåðáîëîèäà � îêðóæíîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ àáñî-
ëþòó.
Åù¼ îäíà ìîäåëü ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî � ìîäåëü Êëåéíà. Â íåé ñòåðåîãðàôè-

÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè P ∈ L2(R) ñòðîèòñÿ êàê

K(P ) = OP ∩
{
z = R

}
. (8.10)

Â ýòîì ñëó÷àå îáðàçîì êîíóñà, âíóòðè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ãèïåðáîëîèä, ÿâëÿåòñÿ

O

z

P

O

K(P )

O

z

P

O

K(P )

Ðèñ. 8.10. Ìîäåëü Êëåéíà.

P

l

Ðèñ. 8.11. Êðóã Êëåéíà.

êðóã (êðóã Êëåéíà). Îäíàêî îáðàçàìè öåíòðàëüíûõ ñå÷åíèé ãèïåðáîëîèäà ÿâëÿþòñÿ
õîðäû êðóãà Êëåéíà.

Çàäà÷à 8.3. Çàïèñàòü ìåòðèêó â ìîäåëè Êëåéíà.
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Ñåìèíàð 9

Äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî âàæíóþ ðîëü èãðàþò äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ � ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êîòîðûå èìåþò âèä

w(z) =
az + b

cz + d
, det

(
a b
c d

)
6= 0. (9.1)

Óñëîâèå îòëè÷èÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ îò íóëÿ � ýòî òðåáîâàíèå
íåòðèâèàëüíîñòè äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî

{
w(z) =

az + b

cz + d

∣∣∣ a, b, c, d ∈ C : ac− bd 6= 0
}

îáðàçóþò ãðóïïó, îáëàäàþùåå âàæíûì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå

(
z 7→ az + b

cz + d

)
7→
(
a b
c d

)

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

Îïðåäåëåíèå 9.1. Îòîáðàæåíèå

f : (G1, ∗)→ (G2, ◦) (9.2)

íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè

f(g1 ∗ g2) = f(g1) ◦ f(g2). (9.3)

Ïðîâåðèì, ÷òî ýòî òàê. Ïóñòü

Φ1(z) =
a1z + b1

c1z + d1

è f ñîïîñòàâëÿåò íåâûðîæäåííûì ìàòðèöàì äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â
êà÷åñòâå ãðóïïîâûõ îïåðàöèé âîçüì¼ì êîìïîçèöèþ äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé è îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ðàññìîòðèì

Φ1 ◦ Φ(z) = Φ1

(
az + b

cz + d

)
=

a1

(
az + b

cz + d

)
+ b1

c1

(
az + b

cz + d

)
+ d1

=
(a1a+ cb1)z + a1b+ db1

(c1a+ cd1)z + c1b+ dd1

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(
a1 b1

c1 d1

)(
a b
c d

)
=

(
a1a+ b1c a1b+ b1c
c1a+ d1c c1b+ d1b

)
.
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Òàêèì îáðàçîì,

f

((
a1 b1

c1 d1

))
◦ f
((

a b
c d

))
(z) = f

((
a1 b1

c1 d1

)(
a b
c d

))
(z).

Èç òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìå ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
èçîìîðôíà GL2(C)/Ker f � ôàêòîð-ãðóïïå íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ïî ÿäðó ãîìî-
ìîðôèçìà f , ãäå

Ker f =

{(
a b
c d

) ∣∣∣∣ f
((

a b
c d

))
(z) = z ∀z

}
.

Íàéä¼ì òàêèå ìàòðèöû:

az + b

cz + d
= z ⇒ cz2 + (d− a)z − b = 0 ⇒ c = b = 0, a = d.

Òî åñòü Ker f � ìíîæåñòâî ñêàëÿðíûõ ìàòðèö. Ñëåäîâàòåëüíî,

GL2(C)/Ker f = GL2(C)/C∗.

Äëÿ íàñ áîëåå âàæíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êîìïîçèöèþ äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé è îáðàòíûå îïåðàöèè ìîæíî ñ÷èòàòü ÷åðåç íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû.
Ïóñòü

Φ : z 7→ az + b

cz + d
.

Ïîñòðîèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

(
a b
c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Φ−1 : w 7→ dw − b
−cw + a

.

Äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî óäîáíî ðàññìàòðèâàòü íå â êðóãå, à íà âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå

w = −iRz + iR

z − iR,

êîòîðîå îòîáðàæàåò êðóã íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Òîãäà ìåòðèêà íà ïîëóïëîñ-
êîñòè çàïèøåòñÿ êàê

ds2 = −4R2dwdw

(w − w)2
.

Îáîçíà÷àÿ w = x+ iy, ïîëó÷èì

ds2 = R2dx
2 + dy2

y2
.
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O−R R

−iR

z

O−R R

iR
w

Ðèñ. 9.1. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðÿìûõ è îêðóæíîñòåé ïðè îòîáðàæåíèè êðóãà Ïóàíêàðå
â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

Ïðè ýòîì ïðÿìûå è îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå è îêðóæíîñòè. Óâèäåòü
ñâîéñòâà äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî òàêèå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ � ýòî êîìïîçèöèÿ ñëåäóþùèõ îïåðàöèé: ñäâèãà íà âåêòîð b

z 7→ z + b,

êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò êîìïëåêñíîìó ÷èñëó b, êîìïëåêñíîãî óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî a

z 7→ a · z,

ÿâëÿþùåãîñÿ êîìïîçèöèåé ðàñòÿæåíèÿ è ïîâîðîòà, à òàêæå îïåðàöèè êîìïëåêñíîãî
äåëåíèÿ

z = ρeiϕ 7→ 1

z
=

1

ρ
e−iϕ,

êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè è îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé îñè.

Çàäà÷è

Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè

Ïóñòü íà ïîëóïëîñêîñòè çàäàíû äâå òî÷êè A(xA, yA) è B(xB, yB). Âû÷èñëèì äëè-
íó îòðåçêà |AB|L. Äëÿ ýòîãî íà ïëîñêîñòè ïîñòðîèì ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê
îòðåçêó AB, òîãäà åãî ïåðåñå÷åíèå ñ îñüþ x äàñò íàì öåíòð îêðóæíîñòè OAB, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç A è B è èìåþùåé ðàäèóñ OA = OB.
Â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé (xA = xB =

x). Òîãäà êðèâàÿ γ(t), ñîåäèíÿþùàÿ ýòè òî÷êè, çàäà¼òñÿ êàê

γ(t) =
(
x; t

)
, yA ≤ t ≤ yB.
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OAB

A

B

x

y

A(xA, yA)

B(xB, yB)

γ xA = xB = x

Ðèñ. 9.2. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.

Òîãäà âåêòîð ñêîðîñòè ðàâåí

γ̇ =
(
0; 1

)
, ⇒ ‖γ̇‖2 =

R2

t2
.

Òîãäà

|AB|L =

yB∫

yA

dt R · dt
t

= R ln
yB
yA
.

Â îáùåì ñëó÷àå ñ÷èòàòü ðàññòîÿíèå ñëîæíî. Íî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äâèæå-
íèÿìè ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, ÷òîáû ñâåñòè çàäà÷ó ê ïðåäûäóùåé. Ãðóïïà äâèæå-
íèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ñîäåðæèò â êà÷åñòâå
ïîäãðóïïû ãðóïïó äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùèõ âåðõíþþ ïîëó-
ïëîñêîñòü â ñåáÿ. Â òàêîé ïîäãðóïïå êîýôôèöèåíòû a, b, c, d ∈ R è ad − bc > 0.
Íàäî íàéòè òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå Φ, êîòîðîå ïåðåâîäèò îêðóæíîñòü â âåòèêàëüíóþ
ïðÿìóþ. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî

|AB|L = R ln
Φ(A)

Φ(B)
.

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó. Ïóñòü çàäàíà ïðÿìàÿ íà ïîëó-
ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò ãîðèçîíòàëüíóþ îñü â òî÷êàõ x1 è x2, ïðè÷¼ì x1 > x2.
Íàéä¼ì ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïåðåâîäèò å¼ â êàêóþ-íèáóäü âåðòèêàëüíóþ ïðÿ-
ìóþ, èñõîäÿùóþ èç íóëÿ. Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî, ÷òîáû

x1 7→ 0, x2 7→ ∞.

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå åñòü

w(z) =
z − x1

z − x2

. (9.4)

Ñîñ÷èòàåì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû äëÿ òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

det

(
1 −x1

1 −x2

)
= x1 − x2 > 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêî-
ãî.
Íàì îñòàëîñü íàéòè êîîðäèíàòû òî÷åê, â êîòîðûõ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç A

è B, ïåðåñåêàåò ãîðèçîíòàëüíóþ îñü. Íà ÿçûêå êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ñåðåäèíà
îòðåçêà AB � ýòî òî÷êà (A+B)/2. Ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ñåðåäèíó AB ïåðïåíäèêóëÿðíî åìó, çàäà¼òñÿ êàê

A+B

2
+ t · i(B − A).

Íàäî íàéòè ÷èñëî t ∈ R, òàêîå, ïðè êîòîðîì òî÷êà ïðÿìîé ëåæèò íà ãîðèçîíòàëüíîé
îñè, òî åñòü

Im

(
A+B

2
+ t · i(B − A)

)
= 0 ⇒ t0 =

1

2
· Im(A+B)

Re(B − A)
,

OAB =
A+B

2
+ t0 · i(B − A).

Ðàäèóñ âû÷èñëÿåòñÿ êàê

r = |OA| = |O − A| =
∣∣∣∣(B − A) ·

(
1

2
+ it0

)∣∣∣∣ = |B − A| ·
∣∣∣∣
1

2
+ it0

∣∣∣∣ .

Òîãäà
x1,2 = O ± |O − A|.

Çíàÿ ýòè òî÷êè, ìîæíî ñîñòàâèòü îáùóþ ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ.

Îêðóæíîñòü íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî

Ðàññìîòðèì ìîäåëü êðóãà Ïóàíêàðå è ïîéì¼ì, êàê óñòðîåíû îêðóæíîñòè â òàêîé
ìîäåëè. Õîðîøèé êàíäèäàò íà öåíòð îêðóæíîñòè � íà÷àëî êîîðäèíàò. Çàìåòèì, ÷òî
ìåòðèêà

ds2 =
4R4

(R2 − u2 − v2)2
(du2 + dv2)

èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ âîêðóã öåíòðà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîëî-
æèòü

x = r cos(ϕ), y = r sin(ϕ),

òî

ds2 =
4R4

(R2 − r2)2
(dr2 + r2dϕ2)

íå çàâèñèò îò óãëîâ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî òî÷êè
A, ëåæàùåé íà ðàäèóñå, íå çàâèñèò îò óãëà. Îòðåçîê OA â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ
ïàðàìåòðèçóåòñÿ êàê γ(t) = (t; ϕ0), ãäå 0 < t ≤ s, à s � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îò
íà÷àëà êîîðäèíàò äî òî÷êè A. Òîãäà

γ̇ = (1; 0) ⇒ ‖γ̇‖ =
2R2

R2 − t2 .
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u

v

O

s
A

P

Ðèñ. 9.3. Îêðóæíîñòü íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|OA|L =

s∫

0

2R2

R2 − t2dt =

s∫

0

R

(
1

R + t
+

1

R− t

)
dt = R ln

R + s

R− s.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ îêðóæíîñòü íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî èìååò âèä îáû÷íîé
åâêëèäîâîé îêðóæíîñòè, íî ñ äðóãèì öåíòðîì. ×òîáû ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü ñ öåí-
òðîì â òî÷êå P 6= O, íóæíî ñäåëàòü äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå
P â O, òàì íàðèñîâàòü îêðóæíîñòü íóæíîãî ðàäèóñà, à çàòåì âûïîëíèòü îáðàòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå. Íî ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè öåíòð îêðóæíîñòè íå ïåðåõîäèò â
öåíòð (â åâêëèäîâîì ñìûñëå), îíà îêàæåòñÿ ñìåù¼ííîé.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè çàäàíà åâêëèäî-

âà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå (0; 4) åäèíè÷íîãî ðàäèóñà:

x2 + (y − 4)2 = 1.

Ðàäèóñ ïñåâäîñôåðû R = 1. Íàéäòè ðàäèóñ è öåíòð åâêëèäîâîé îêðóæíîñòè â ñìûñ-
ëå ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.
Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî öåíòð äîëæåí ëåæàòü íà ïðÿìîé x = 0.

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ ýòîé ïðÿìîé � ýòî òî÷êè A(0; 3) è B(0; 5). Îòðå-
çîê AB � äèàìåòð îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó

2r = |AB|L = ln
5

3
⇒ r =

1

2
ln

5

3
.

Íàéä¼ì öåíòð îêðóæíîñòè O(0; y) èç óñëîâèÿ |AO|L = |OB|L = r. Ïîëó÷àåì

|AO|L = ln
y

3
=

1

2
ln

5

3
⇒ y =

√
15.

Òàêèì îáðàçîì, öåíòð O = (0;
√

15), ðàäèóñ r = ln

√
5

3
.
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x

y

O(0, y)

A(0, 3)

B(0, 5)

(0, 4)

1

R = 1

Ðèñ. 9.4. Ïîèñê öåíòðà è ðàäèóñà åâêëèäîâîé îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâ-
ñêîãî.

Òåîðåìû ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ äëÿ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî

Â ñëó÷àå ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ðàáîòàþò âñå òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è äëÿ
ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Âîñïîëüçóåìñÿ ãåîìåòðèåé îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà R3

1.
Ïóñòü òðåóãîëüíèê ABC ðàñïîëîæåí ñëåäóþùèì îáðàçîì: òî÷êà A = N � ëåæèò
â ñåâåðíîì ïîëþñå, è ñòîðîíà AB ëåæèò â ïëîñêîñòè y = 0. Êàê è äëÿ ñôåðû,

O

z

x

y

N = A

B
C

Ðèñ. 9.5. Òðåóãîëüíèê ABC íà ãèïåðáîëîèäå.

ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ øåñòè ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò òðåóãîëüíèê
â ñåáÿ. Ñìåùåíèå òî÷êè â ïëîñêîñòü y = 0 îñóùåñòâëÿåòñÿ çàñ÷¼ò ñôåðè÷åñêîãî
ïîâîðîòà âîêðóã îñè z, à ïåðåìåùåíèå òî÷êè èç ýòîé ïëîñêîñòè â ñåâåðíûé ïîëþñ �
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çàñ÷¼ò ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâîðîòà âîêðóã îñè x, ìàòðèöà êîòîðîãî èìååò âèä

Hx(ϕ) =




1 0 0
0 cosh(ϕ) sinh(ϕ)
0 sinh(ϕ) cosh(ϕ)


 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñîòíîøåíèå

Oz(π − α)Hx

(
b

R

)
Oz(π − γ)Hx

( a
R

)
Oz(π − β)Hx

( c
R

)
= E,

Hx

( a
R

)
Oz(π − β)Hx

( c
R

)
= Oz(γ − π)Hx

(
− b

R

)
Oz(α− π).

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñî ñôåðîé, ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ íà óãëû
è ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà.

Çàäà÷à 9.1. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî çàäàí øåñòèóãîëüíèê ñ óãëàìè ïî
π/2. Ñòîðîíû ýòîãî øåñòèóãîëüíèêà ïî î÷åðåäè îáîçíà÷èì êàê a, α, b, β, c, γ. Äî-
êàçàòü, ÷òî ñòîðîíû α, β è γ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ñòîðîíàìè a, b è c.
Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ: ïîñòðîèòü òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå øåñòèóãîëüíèêà â
ñåáÿ.
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Ñåìèíàð 10

Ýëåìåíòû îáùåé òîïîëîãèè

Îïðåäåëåíèå 10.1. Òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòå X íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî τ ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ∅, X ∈ τ ;

2) åñëè åñòü ñåìåéñòâî {Uα}α ýëåìåíòîâ Uα ∈ τ , òî îáúåäèíåíèå ýòèõ ýëåìåíòîâ⋃
α

Uα ∈ τ ;

3) åñëè åñòü êîíå÷íîå ñåìåéñòâî {Ui}ki=1 ýëåìåíòîâ U1, U2, . . . , Uk ∈ τ , òî èõ ïåðå-
ñå÷åíèå

k⋂
i=1

Ui ∈ τ .

Ìíîæåñòâî (X, τ) íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 10.2. Ìíîæåñòâà U ∈ τ íàçûâàþòñÿ îòêðûòìè ìíîæåñòâàìè, à
äîïîëíåíèÿ äî íèõ X \ U , U ∈ τ íàçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè.

Îïðåäåëåíèå 10.3. Åñëè íà ìíîæåñòâå X îïåðåäåëåíà ôóíêöèÿ ρ : X ×X → R,
òàêàÿ, ÷òî

1) ρ(x1, x2) ≥ 0;

2) ρ(x1, x2) = ρ(x2, x1);

3) ρ(x1, x2) + ρ(x2, x3) ≥ ρ(x1, x3);

4) ρ(x1, x2) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 = x2;

òî òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé, à ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) � ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 10.4. Ìíîæåñòâî

Bρ(x0) =
{
x ∈ X

∣∣ ρ(x, x0) ≤ ρ
}

(10.1)

íàçûâàåòñÿ øàðîì ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì â òî÷êå x0.

Îïðåäåëåíèå 10.5. Ìíîæåñòâî

Uρ(x0) =
{
x ∈ X

∣∣ ρ(x, x0) < ρ
}

(10.2)

íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì øàðîì ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì â òî÷êå x0.

Îïðåäåëåíèå 10.6. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì â ìåòðè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå X, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ A ñóùåñòâóåò îòêðûòûé øàð Uε(a),
òàêîé, ÷òî Uε(a) ⊂ A.
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A

a

Uε(a)

Ðèñ. 10.1. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

A

b

Ðèñ. 10.2. Òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 10.7. Òî÷êà b íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ äëÿ ìíîæå-

ñòâà A â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïåðåñå÷åíèå
Uε(b) ∩ A 6= ∅. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ êàê A.

Îïðåäåëåíèå 10.8. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè A = A.

Óòâåðæäåíèå 10.1. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî

τρ =
{
U ⊂ X

∣∣ U � îòêðûòûå ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X
}
. (10.3)

Òîãäà τρ � òîïîëîãèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óñëîâèå òîïîëîãèè âûïîëíÿåòñÿ ìãíîâåííî: ïóñòîå ìíî-
æåñòâî ñîäåðæèòñÿ â τρ, à X ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, è ïîýòîìó òîæå ñîäåðæèòñÿ â τρ.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ ⋃

α

Uα. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå α0, ÷òî x ∈ Uα0 .

Òàê êàê ýòî îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî íàéä¼òñÿ ε > 0, òàêîå, ÷òî øàð

Uε(x) ⊂ Uα0 ⊂
⋃

α

Uα.

Òàêèì îáðàçîì,
⋃
α

Uα � îòêðûòîå, à çíà÷èò
⋃
α

Uα ∈ τρ.

Ïóñòü V1, . . . , Vk ∈ τρ, è åñòü òî÷êà x ∈
k⋂
i=1

Vi. Ïîñêîëüêó Vi � îòêðûòûå, òî äëÿ

ëþáîãî i = 1, . . . , k ñóùåñòâóåò εi > 0, òàêîå, ÷òî Uεi(x) ⊂ Vi. Âûáåðåì ε = min
i
εi.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé.

Ëåììà 10.1. Åñëè ε1 < ε2, òî Uε1(x) ⊂ Uε2(x).

Çàäà÷à 10.1. Äîêàçàòü ëåììó.

Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

Uε(x) ⊂ Uεi(x) ⊂ Vi, ∀i = 1, . . . , k.
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Ñëåäîâàòåëüíî, Uε(x) ⊂
k⋂
i=1

Vi, è
k⋂
i=1

Vi ∈ τρ.

Îïðåäåëåíèå 10.9. Òîïîëîãèÿ τρ íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèåé.

Óòâåðæäåíèå 10.2. Åñëè B � ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, òî B �
çàìêíóòî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X \B � îòêðûòî
â ìåòðè÷åñêîì ïîñòðàíñòâå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B çàìêíóòî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâåX, òî åñòü B = B.
Ðàññìîòðèì òî÷êó x ∈ X \ B. Îíà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ: x 6∈ B. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ε > 0, òàêîå, ÷òî Uε(b) ∩ B = ∅. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
Uε(b) ⊂ X \B. Òî åñòü X \B îòêðûòî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü X \B îòêðûòî â ìåòðè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X \ B íàéä¼òñÿ ε > 0, òàêîé, ÷òî øàð
Uε(x) ⊂ X \ B. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå Uε(x) ∩ B = ∅, à ñëåäîâàòåëüíî
x 6∈ B. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî B ⊂ B. Èç îïðåäåëåíèÿ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî B ⊂ B. Îòêóäà B = B.

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Óòâåðæäåíèå 10.3. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òîãäà

1) ∅, X � çàìêíóòû;

2) åñëè åñòü ñåìåéñòâî {Fα}α çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ X, òî ïåðåñå÷åíèå ýòèõ
ýëåìåíòîâ

⋂
α

Fα � çàìêíóòî;

3) åñëè åñòü êîíå÷íîå ñåìåéñòâî {Fi}ki=1 ýëåìåíòîâ F1, F2, . . . , Fk, òî èõ îáúåäèíå-

íèå
k⋃
i=1

Fi � çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

∅ = X \X, X = X \∅.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Fα çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äîïîëíå-
íèå X \ Fα îòêðûòî. Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå òàêèõ äîïîëíåíèé:

τ 3
⋃

α

(X \ Fα) = X \
⋂

α

Fα.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
⋂
α

Fα � çàìêíóòî.

Àíàëîãè÷íî äîêàæåì òðåòüå óòâåðæäåíèå. Fi çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà äîïîëíåíèå X \ Fi îòêðûòî. Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå òàêèõ äîïîëíåíèé:

τ 3
k⋂

i=1

(X \ Fi) = X \
k⋃

i=1

Fi.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
k⋃
i=1

Fi � çàìêíóòî.
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Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè � ÷åðåç çàìêíóòûå ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 10.10. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è x0 ∈ X.Îêðåñò-
íîñòüþ òî÷êè x0 íàçûâàåòñÿ ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ X, ñîäåðæàùåå x0.

Îïðåäåëåíèå 10.11. Ïóñòü (X, τx) è (Y, τy) � äâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà.
Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå x0 ∈ X (f ∈ C(x0)),
åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè f(x0) ∈ U ∈ τy, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V
òî÷êè x0 ∈ V ∈ τx, òàêàÿ, ÷òî f(V ) ⊂ U .

Îïðåäåëåíèå 10.12. Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå X, åñëè
îíà íåïðåðûâíà â ëþáîé åãî òî÷êå.

Òåîðåìà 10.1. (Êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè)
Îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî
îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U ∈ τy åãî ïîëíûé ïðîîáðàç f−1(U) ∈ τx.

Ïðèìåðû. Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

1) Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæä¼ííûå ìåòðèêîé.

2) Ìíîæåñòâî X ñ òîïîëîãèåé τ = 2X (2X � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíî-
æåñòâà X). Òàêàÿ òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé. Â íåé ëþáîå ïîäìíî-
æåñòâî îòêðûòî è çàìêíóòî îäíîâðåìåííî.

3) Ìíîæåñòâî X ñ òîïîëîãèåé τ = {∅, X}. Òàêàÿ òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ àíòè-
äèñêðåòíîé, èëè òðèâèàëüíîé.

Óòâåðæäåíèå 10.4. Ïóñòü (X, τx) è (Y, τy) � òîïîëãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷¼ì
íà X òîïîëîãèÿ äèñêðåòíà. Òîãäà îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ∈ τy. Åãî
ïðîîáðàç f−1(U) ⊂ X. Òàê êàê íà X çàäàíà äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ, òî f−1(U) ÿâ-
ëÿåòñÿ îòêðûòûì, è f−1(U) ∈ τx. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ íåïðåðûâíîñòè, f íåïðåðûâ-
íî.

Óòâåðæäåíèå 10.5. Ïóñòü (X, τx) è (Y, τy) � òîïîëãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷¼ì
íà Y òîïîëîãèÿ òðèâèàëüíà. Òîãäà îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê

f−1(∅) = ∅, f−1(Y ) = X,

îáà ýòè ïðîîáðàçà â X ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè, à çíà÷èò, ïðèíàäëåæàò τx. Ïî êðèòå-
ðèþ íåïðåðûâíîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.
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Èíäóöèðîâàííàÿ è ïåðåíåñ¼ííàÿ òîïîëîãèÿ.
Ôàêòîðòîïîëîãèÿ

Îïðåäåëåíèå 10.13. Ïóñòü çàäàíî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τx) è A ⊂ X.
Ìíîæåñòâî

τA =
{
U ∩ A

∣∣ U ∈ τx
}

(10.4)

íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé, à ïðîñòðàíñòâî (A, τA) � ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τx).

Óòâåðæäåíèå 10.6. τA äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì

∅ = ∅ ∩ A, A = X ∩ A.

Òàê êàê ∅, X ∈ τx, òî ∅, A ∈ τA.
Ïóñòü òåïåðü ó íàñ åñòü ñåìåéñòâî {Uα} ∈ τA. Ðàññìîòðèì èõ îáúåäèíåíèå

⋃

α

Uα =
⋃

α

(Wα ∩ A), Wα ∈ τx ⇒
⋃

α

Wα ∈ τx.

Òîãäà
⋃

α

Uα =
⋃

α

(Wα ∩ A) = A ∩
(⋃

α

Wα

)
.

Òàê êàê
⋃
α

Wα ∈ τx, òî
⋃
α

Uα ∈ τA.
Òåïåðü ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ñåìåéñòâî U1, . . . , Uk ∈ τA è èõ ïåðåñå÷åíèå

k⋂

i=1

Ui =
k⋂

i=1

(Wi ∩ A) = A ∩
(

k⋂

i=1

Wi

)
.

Òàê êàê

Wi ∈ τx ⇒
k⋂

i=1

Wi ∈ τx,

òî
k⋂
i=1

Ui ∈ τA.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü R2 ñ òîïîëîãèåé, ïðåäñòàâëåííîé îò-
êðûòûìè êðóãàìè. Ïóñòü çàäàíà êðèâàÿ γ ⊂ R2. Íà ýòîé êðèâîé ìîæíî ïîñòðîèòü
èíäóöèðîâàííóþ òîïîëîãèþ. Â êà÷åñòâå å¼ ýëåìåíòîâ íàäî ðàññìîòðåòü ó÷àñòêè
ýòîé êðèâîé, ÿâëÿþùèåñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè γ ñ îòêðûòûìè êðóãàìè.
Ðàññìîòðèì ïåðåíåñåíèå òîïîëîãèè íà ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 10.14. Ïóñòü (X, τx) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,M � íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî è A ⊂M . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A ∈ τf , åñëè è òîëüêî åñëè f−1(A) ∈ τx.

Óòâåðæäåíèå 10.7. Ìíîæåñòâî τf ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé.
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x

y

Ðèñ. 10.3. Ïðèìåð èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïóñòîå ìíîæåñòâî è ìíîæåñòâî M :

∅ ⊂M, M ⊂M,

f−1(∅) = ∅ ∈ τx, f−1(M) = X ∈ τx.
Ñëåäîâàòåëüíî, ∅,M ∈ τf .
Ïóñòü ó íàñ åñòü ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ {Aα}, Aα ∈ τf , äëÿ êîòîðûõ âåðíî

f−1(Aα) ∈ τx ⇒
⋃

α

f−1(Aα) ∈ τx.

Ðàññìîòðèì ïðîîáðàç îáúåäèíåíèÿ ýòîãî ñåìåéñòâà:

f−1

(⋃

α

Aα

)
=
⋃

α

f−1(Aα) ∈ τx.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
⋃
α

Aα ∈ τf .
Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî

f−1

(⋃

α

Aα

)
=
⋃

α

f−1(Aα).

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì x ∈ f−1

(⋃
α

Aα

)
, òîãäà

f(x) ∈
⋃

α

Aα.

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò α0, òàêîé, ÷òî

f(x) ∈ Aα0 ⇒ x ∈ f−1(Aα0) ⊂
⋃

α

f−1(Aα).

87

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


КЛАССИЧЕСКАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ. СЕМИНАРЫ.

ИВАНОВ АЛЕКСАНДР ОЛЕГОВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî

f−1

(⋃

α

Aα

)
⊂
⋃

α

f−1(Aα).

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ðàññìîòðèì

x ∈
⋃

α

f−1(Aα)

òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîé α0, ÷òî

x ∈ f−1(Aα0) ⇒ f(x) ∈ Aα0 ⊂
⋃

α

Aα ⇒ x ∈ f−1

(⋃

α

Aα

)
.

Òàêèì îáðàçîì, îáúåäèíåíèå ïðîîáðàçîâ è ïðîîáðàç îáúåäèíåíèÿ ñîâïàäàþò.
Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ Ai:

f−1

(
k⋂

i=1

Ai

)
=

k⋂

i=1

f−1(Ai) ∈ τx ⇒
k⋂

i=1

Ai ∈ τf .

Ðàâåíñòâî ñ ïåðåñå÷åíèÿìè äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâó ñ îáúåäèíåíèÿìè.
Òàêèì îáðàçîì, τf � òîïîëîãèÿ.

Îïðåäåëåíèå 10.15. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è íà X çàäàíî
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè R (ðåôëåêñèâíàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ, òðàíçèòèâíàÿ áèíàð-
íàÿ îïåðàöèÿ). Òåì ñàìûì X ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè [x] ñâîèõ
ýëåìåíòîâ:

[x] =
{
y ∈ X

∣∣ yRx
}

(10.5)

Ôàêòîðìíîæåñòâîì X/R íàçûâàåòñÿ

X/R =
⋃

x∈X
{[x]}. (10.6)

Ïóñòü òàêæå çàäàíî îòîáðàæåíèå

π : X → X/R, (10.7)

íàçûâàåìîå ïðîåêöèåé, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó

π(x) = [x]. (10.8)

Ìíîæåñòâî, τπ, ïîðîæä¼ííîå ïðîåêöèåé íàçûâàåòñÿ ôàêòîðòîïîëîãèåé íà ôàê-

òîðìíîæåñòâå.
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X
x0

Y

y0

x0 = y0

Ðèñ. 10.4. Îáúåäèíåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

y0

x0 x0 = y0

x0 y0

x0 = y0

Ðèñ. 10.5. Ïðèìåðû îáúåäèíåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðèìåðû. Ïóñòü çàäàíû òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (X, τx) è (Y, τy), è x0 ∈ X,
y0 ∈ Y . Ðàññìîòðèì èõ îáúåäèíåíèå

(
X ∪ Y, τx ∪ τy

)
,

è íà í¼ì îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ïðàâèëàì

1) ∀a ∈ X ∪ Y aRa, 2) x0Ry0, y0Rx0.

Åñëè òî÷êà a 6= x0, y0, òî òîãäà å¼ îêðåñòíîñòü ïðè ïðîåêöèè ñîõðàíÿåòñÿ. À âîò
îêðåñòíîñòü îáùåé òî÷êè äîëæíà â êà÷åñòâå ïðîîáðàçà èìåòü îáúåäèíåíèå îêðåñò-
íîñòåé òî÷åê x0 è y0.
Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ÷àñòî ïîðîæäàþòñÿ äåéñòâèÿìè ãðóïï íà ìíîæå-

ñòâàõ. Íàïðèìåð, íà R äåéñòâóåò ãðóïïà ñäâèãîâ íà öåëîå ÷èñëî n ∈ Z: n(x) = x+n.
Òîãäà ó êàæäîé òî÷êè âîçíèêàåò îðáèòà

Z(x) =
〈
n(x)

∣∣ n ∈ Z
〉

=
〈
x+ n

∣∣ n ∈ Z
〉
.

Çàäàäèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: xRy, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò n, òà-
êîé, ÷òî n(x) = y. Òî åñòü Z(x) 3 y èëè Z(y) 3 x.Òîãäà íà ôàêòîðìíîæåñòâå R/Z
(ïðîñòðàíñòâå îðáèò) ìîæíî ïîñòðîèòü ôàêòîðòîïîëîãèþ. Â êà÷åñòâå ôàêòîð ìíî-
æåñòâà âîçüì¼ì îòðåçîê [0, 1], ó êîòîðîãî êîíöû ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, òî åñòü
[0, 1]/0 ∼ 1 = S1.
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Àêñèîìû îòäåëèìîñòè. Ïðîñòðàíñòâî Õàóñäîðôà

Îïðåäåëåíèå 10.16. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôî-
âûì, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ X, x 6= y ñóùåñòâóþò îòêðûòûå
îêðåñòíîñòè U(x), U(y) ∈ τ , òàêèå, ÷òî U(x) ∩ U(y) = ∅.

Óòâåðæäåíèå 10.8. Ëþáîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τρ) ÿâëÿåòñÿ õàóñäîð-
ôîâûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x 6= y, òî ρ(x, y) > 0. Ðàññìîòðèì îòêðûòûå
øàðû Uε(x), Uε(y), ãäå ε = ρ(x, y)/3. Ýòè øàðû íå ïåðåñåêàþòñÿ, òàê êàê åñëè
ïðåäïîëîæèòü îáðàòíîå, òî íàéä¼òñÿ òî÷êà z, ëåæàùàÿ â îáîèõ øàðàõ, íî òîãäà

ρ(x, z) < ε, ρ(y, z) < ε.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) < 2ε =
2

3
ρ(x, y).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïîñòðîèì ïðèìåð íåõàóñäîðôîâîé òîïîëîãèè. Òàêàÿ òîïîëîãèÿ àâòîìàò÷åñêè íå
áóäåò ìåòðè÷åñêîé. Ñàìûé ïðîñòîé ïðèìåð � òðèâèàëüíàÿ òîïîëîãèÿ, òàê êàê â íåé
ñóùåñòâóåò âñåãî îäíà îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü � âñ¼ ìíîæåñòâî X.
Ïîïðîáóåì ïåðå÷èñëèòü âñå òîïîëîãèè, ñîñòîÿùèå èç äâóõ òî÷åê. Èòàê, ïóñòü

X = {a, b}. Âñåãî â òàêîì ìíîæåñòâå 4 ïîäìíîæåñòâà: îäíî ïóñòîå, äâà îäíîýëå-
ìåíòíûõ è îäíî äâóõýëåìåíòíîå. Òîãäà ñåìåéñòâ ïîäìíîæåñòâ âñåãî 16, íî òîïî-
ëîãèè îáðàçóþò òîëüêî 4 èç íèõ, òàê êàê çàâåäîìî êàæäàÿ òîïîëîãèÿ ñîäåðæèò
ïóñòîå ìíîæåñòâî è âñ¼ ìíîæåñòâî X. Äîáàâëÿÿ îäèí ýëåìåíò ê ýòîìó ìíîæåñòâó
ïîëó÷àåì, ÷òî

{
∅, X, {a}

}
� òîïîëîãèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíûå òîïîëîãèè ýòî

{∅, X}, 2X ,
{
∅, X, {a}

}
,
{
∅, X, {b}

}
.

Ñðåäè íèõ õàóñäîðôîâîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî 2X .
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Ñåìèíàð 11

Ñâîéñòâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå 11.1. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñ-
ëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå

X = A ∪B, A,B ∈ τ : A,B 6= ∅, A ∩B = ∅. (11.1)

Åñëè æå òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âîçìîæíî, òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâà-
åòñÿ íåñâÿçíûì.

Åñëè (X, τ) ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì, è X = A∪B, òî X \A = B è X \B = A. Òàê êàê
ìíîæåñòâà A,B ∈ τ , òî äîïîëíåíèÿ äî íèõ äîëæíû áûòü çàìêíóòû. Ñëåäîâàòåëüíî,
A,B ÿâëÿþòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè.

Óòâåðæäåíèå 11.1. (X, τ) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè åãî îòêðûòî-çàìêíóòûå ïîä-
ìíîæåñòâà � ýòî òîëüêî X è ∅.

Îïðåäåëåíèå 11.2. Ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà X íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé, èëè êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 11.2. Ëþáîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå îáúåäèíåíèÿ åãî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

X =
⋃

α

Xα. (11.2)

Óòâåðæäåíèå 11.3. Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Xα è Xβ � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Xα ∩Xβ 6= ∅. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà èõ îáúåäèíåíèå Xα ∪Xβ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.
Ïóñòü ýòî íå òàê, è

Xα ∪Xβ = A ∪B,
ãäå A,B � íåïåðåñåêàþùèåñÿ è íåïóñòûå. Ðàññìîòðèì

Xα = (Xα ∩ A) ∪ (Xα ∩B).

Òàê êàê A,B � îòêðûòûå, òî Xα∩A, Xα∩B � îòêðûòûå â Xα è íå ïåðåñåêàþùèåñÿ.
Òàê êàê Xα ñâÿçíî, òî òîãäà ëèáî Xα ∩ A = ∅, ëèáî Xα ∩ B = ∅. Òî åñòü ëèáî
Xα ⊂ B, ëèáîXα ⊂ A. ÄëÿXβ ïîëó÷èì òî æå ñàìîå. Íî òîãäà âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
Ïåðâûé: Xα è Xβ ëåæàò îáà ëèáî â A, ëèáî â B, íî òîãäà âòîðîå èç íèõ äîëæíî áûòü
ïóñòûì. Âòîðîé: îíè ëåæàò â ðàçíûõ ìíîæåñòâàõ, íî òîãäà Xα ∩Xβ = ∅. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, Xα∪Xβ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìàêñèìàëüíû ïî âêëþ÷åíèþ.

Êîìïîíåíòû Xα ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè â X, íî îòêðûòûìè îíè áûòü íå îáÿçàíû.
Ïðèâåä¼ì ïðèìåð. Ðàññìîòðèì

X =

{
1

n

}∞

n=1

∪ {0} ⊂ R.
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Òîãäà ìàêñèìàëüíûìè ïî âêëþ÷åíèþ ñâÿçíûìè ïîäìíîæåñòâàìè áóäóò ñàìè òî÷êè,
è

X =
∞⋃

k=0

Xk, X0 = {0}, Xk =

{
1

k

}
.

Íî ó èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè òî÷êà {0} íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì,
òàê êàê â êàæäîé åãî îêðåñòíîñòè ëåæàò òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 11.3. Äâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà X ∼ Y íàçûâàþòñÿ ãîìåî-
ìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå âçàèìíîîäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

f : X � Y, (11.3)

îáðàòíîå ê êîòîðîìó òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Ñàìî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì.

Óòâåðæäåíèå 11.4. Åñëè X ñâÿçíî, à f : X → Y íåïðåðûâíî, òî f(X) òîæå
ñâÿçíî.

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ãîìåîìîðôèçìû óñòàíàâëèâàþò áèåêöèþ ìåæ-
äó êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì êàê ïîäìíîæåñòâà ïëîñêîñòè äâà îòðåçêà, ïåðåñåêàþùèõñÿ
â âèäå áóêâû T , è îòðåçîê I. ßâëÿþòñÿ ëè îíè ãîìåîìîðôíûìè? Îòâåò: íåò. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì f : T � I. Âûáåðåì òî÷êó x0, ëåæàùóþ
íà �êðåñòîâèíå�, è óäàëèì å¼ èç T . Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå f

∣∣T \ {x0}. Ýòî áó-
äåò ãîìåîìîðôèçì ñ îáðàçîì òàêîãî ïðîñòðàíñòâà. Íî òîãäà íå ñîõðàíÿåòñÿ ÷èñëî
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó ïîñòðîåíèå áèåêöèè íåâîçìîæíî,
è ïðîñòðàíñòâà T è I íå ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü,

x0 x0

Ðèñ. 11.1. Ïðèìåð íåñîõðàíåíèÿ ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

÷òî Rn 6∼ R.

Îïðåäåëåíèå 11.4. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, èëè ñâÿç-
íûì ïî ïóòÿì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê x, y ∈ X ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ
êðèâàÿ γ : [0, 1]→ X, ñîåäèíÿþùàÿ ýòè òî÷êè

γ(0) = x, γ(1) = y. (11.4)
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Óòâåðæäåíèå 11.5. Åñëè X ëèíåéíî ñâÿçíî, òî îíî ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòðåçîê [0, 1] ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Åãî îáðàç ïðè íåïðåðûâíîì îòîá-
ðàæåíèè γ

(
[0, 1]

)
òàêæå ñâÿçåí.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X íåñâÿçíî. Òîãäà X = A∪B, ãäå A,B � íåïåðåñåêàþùèåñÿ è
íåïóñòûå. Âîçüì¼ì òî÷êè a ∈ A, b ∈ B è ðàññìîòðèì êðèâóþ γ, òàêóþ ÷òî γ(0) = a
è γ(1) = b. Íî òîãäà a ∈ γ

(
[0, 1]

)
∩ A è b ∈ γ

(
[0, 1]

)
∩ B, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îáðàç

γ
(
[0, 1]

)
íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïîêàæåì, ÷òî èç ñâÿçíîñòè íå ñëåäóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü. Ðàññìîòðèì íà ïëîñ-

x

y

1

−1

I Γ+Γ−

Ðèñ. 11.2. Ïðèìåð îòñóòñòâèÿ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ó ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà.

êîñòè ãðàôèê ôóíêöèè sin(1/x), ãäå x 6= 0. Åãî ïðàâóþ ÷àñòü îáîçíà÷èì çà Γ+, à
ëåâóþ � çà Γ−. Òàêæå îáîçíà÷èì îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè (0, 1) è (0,−1), çà
I. Ïóñòü X = Γ+ ∪ Γ− ∪ I. Âûáåðåì x ∈ Γ+ è y ∈ Γ−. Òàê âîò, ýòè äâå òî÷êè
íåëüçÿ ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé êðèâîé, îíà áóäåò ðàçðûâíà â íóëå. Ñëåäîâàòåëü-
íî, X íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì. Îäíàêî îíî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Çàìåòèì, ÷òî
Γ+, Γ−, I � ýòî êðèâûå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûìè, à çíà÷èò è ïðîñòî
ñâÿçíûìè. Äîêàæåì ñâÿçíîñòü X îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü X = A∪B, ãäå A,B � íåïó-
ñòûå è íåïåðåñåêàþùèåñÿ. Ïóñòü Γ+ ⊂ A. Ïîéì¼ì, ãäå ñîäåðæèòñÿ I. Ïîñêîëüêó íà
X ðàññìàòðèâàåòñÿ èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü îòðåçêà
U ⊃ I, ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ Γ+ è Γ−. Òîãäà åñëè I ⊂ A, à A � çàìêíóòîå, òî âñå ïðå-
äåëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâà I òàêæå ñîäåðæàòñÿ â A. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A∩Γ+ 6= ∅,
îòêóäà Γ+ ⊂ A. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Γ− ⊂ A. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî B = ∅.
Ïðîòèâîðå÷èå.
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Êîìïàêòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 11.5. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñåìåéñòâî åãî îò-
êðûòûõ ïîäìíîæåñòâ {Uα} íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì X, åñëè

⋃

α

Uα = X. (11.5)

Îïðåäåëåíèå 11.6. Ïóñòü K ⊂ X � ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ñåìåéñòâî åãî îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ {Uα} íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì K, åñëè

⋃

α

Uα ⊃ K. (11.6)

Îïðåäåëåíèå 11.7. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) (èëè åãî ïîäìíîæåñòâî
K) íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, èëè êîìïàêòîì, åñëè èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðû-
òèÿ ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Çàìå÷àíèå 11.1. Îïðåäåëåíèå äëÿ K â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ òåì, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ
êîìïàêòîì â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè.

Óòâåðæäåíèå 11.6. ÏóñòüX � êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à F ⊂ X
� åãî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà F êîìïàêòíî.

Óòâåðæäåíèå 11.7. Ïóñòü K ⊂ Y � ïîäìíîæåñòâî õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà Y .
Òîãäà K çàìêíóòî.

Óòâåðæäåíèå 11.8. Ïóñòü X è Y � äâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷¼ì X
� êîìïàêò. Òîãäà åñëè îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî, òî f(X) � êîìïàêò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîêðûòèå {Uα} ⊂ τY ìíîæå-
ñòâà f(X). Ïóñòü Vα = f−1(Uα). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ Vα ∈ τX . Òîãäà
{Vα} � îòêðûòîå ïîêðûòèåX. Òàê êàêX � êîìïàêò, òî èç ýòîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ
ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {Vαi}ni=1. Îáðàçû ýòèõ ìíîæåñòâ {Uαi}ni=1

òàêæå îáðàçóþò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå f(X). Ñëåäîâàòåëüíî, f(X) � êîìïàêò.

Òåîðåìà 11.1. (Òåîðåìà Áîðåëÿ)
Ïîäìíîæåñòâî K ⊂ Rn ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çà-
ìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

Çàìå÷àíèå 11.2. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà òåîðåìà íåâåðíà. Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Âîçü-
ì¼ì ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

b =
{
{xk}∞k=1

∣∣∣ max |xk| <∞
}
.

Íà í¼ì îïðåäåëèì íîðìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàê ‖{xk}‖ = max |xk|. Òîãäà òàêîå
ïðîñòðàíñòâî ñòàíîâèòñÿ íîðìèðîâàííûì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåòðè÷åñêèì. Îáîçíà-
÷àåòñÿ ýòî ïðîñòðàíñòâî êàê R∞∞. Â í¼ì âûáåðåì øàð B(0)1, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòûì è îãðàíè÷åííûì ïîäìíîæåñòâîì. Íî îíî íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, òàê êàê
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â í¼ì ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íå èìåþùóþ ïðåäåëüíîé
òî÷êè. Íàïðèìåð,

Xk =
{

0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
k

, 0, . . .
}
.

Ïðè k 6= l ‖Xk −Xl‖∞ = 1.

Óòâåðæäåíèå 11.9. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå, à Y � õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèå f : X → Y ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è âçàèìíîîäíîçíà÷-
íûì. Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
ê f � òàêæå íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ â àëüòåðíàòèâíîé ôîðìó-
ëèðîâêå ãîâîðèò î òîì, ÷òî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî, åñëè è òîëüêî åñëè ïðîîáðàç
ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî F ⊂ X è åãî ïðîîáðàç ïîä

äåéñòâèåì îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ (f−1)−1(F ), êîòîðûé ñîâïàäàåò â ñèëó âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîñòè ñ f(F ). Òàê êàê F ⊂ X � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòà, òî F �
êîìïàêò. Èç íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f ñëåäóåò, ÷òî f(F ) � òîæå êîìïàêò. Íî
òàê êàê Y õàóñäîðôîâî, òî f(F ) çàìêíóò. Ñëåäîâàòåëüíî, f � ãîìåîìîðôèçì.

Ìíîãîîáðàçèÿ

Îïðåäåëåíèå 11.8. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. n-ìåðíûì àòëàñîì

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïàð
A =

{
(Uα, ϕα)

}
, (11.7)

ãäå {Uα} � îòêðûòîå ïîêðûòèå X, à

ϕα : Uα � Vα (11.8)

� ãîìåîìîðôèçì â îòêðûòûå ñâÿçíûå ìíîæåñòâà Vα ⊂ Rn. Ïàðû (Uα, ϕα) íàçûâà-
þòñÿ êàðòàìè.

Îïðåäåëåíèå 11.9. Õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì
òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, åñëè íà í¼ì ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûé
n-ìåðíûé àòëàñ.

Îïðåäåëåíèå 11.10. Êîîðäèíàòû òî÷êè ϕα(P ) ∈ Rn, ãäå P ∈ Uα, íàçûâàþòñÿ
êîîðäèíàòàìè òî÷êè P â êàðòå (Uα, ϕα).

Îïðåäåëåíèå 11.11. Åñëè òî÷êà P ∈ (Uα ∩ Uβ), òî åé ñîîòâåòñòâóåò äâà íàáîðà
êîîðäèíàò (x1

0, . . . , x
n
0 ) è (y1

0, . . . , y
n
0 ). Îòîáðàæåíå Ψβα = ϕβ ◦ ϕ−1

α , ñâÿçûâàþùåå äâà
ýòèõ íàáîðà, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñêëåéêè êàðò.

Îïðåäåëåíèå 11.12. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : X → R, ãäå X � òîïîëîãè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå. Äëÿ ëþáîé òî÷êè P ñóùåñòâóåò êàðòà (Uα, ϕα), ãäå Uα ∈ P . Îòîáðà-
æåíèå

fα = f ◦ ϕ−1
α : Vα → R (11.9)

íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèè f .
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Uα Uβ
P

Rn

Vα

ϕα(P ) = (x1
0, . . . , x

n
0 )

Rn

Vβ

ϕβ(P ) = (y10, . . . , y
n
0 )

ϕα ϕβ

ϕβ ◦ ϕ−1
α

Ðèñ. 11.3. Ñêëåéêà êàðò.

Îïðåäåëåíèå 11.13. Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè å¼ êîîð-
äèíàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ â êàæäîé òî÷êå P ∈ X ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè (â ñìûñëå
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà).

P

Uα

x1

xn

Vα R

ϕα f

fα = f ◦ ϕ−1
α

Ðèñ. 11.4. Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè.

Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî îäíà è òà æå òî÷êà ìîæåò ïðèíàäëåæàòü íåñêîëüêèì êàðòàì.
Ñëåäîâàòåëüíî, îäíà è òà æå ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî êîîðäèíàòíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ íà ãîìåîìîðôèçì. Ïóñòü fα = f ◦ϕ−1

α è fβ = f ◦ϕ−1
β

� äâà êîîðäèíàòíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè f . Òîãäà

fβ = f ◦ ϕ−1
β = f ◦ ϕ−1

α ◦ ϕα ◦ ϕ−1
β = fα ◦Ψαβ.

Ôóíêöèÿ ïåðåõîäà Ψαβ, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, êîòîðûé íå îáÿ-
çàí ñîõðàíÿòü ãëàäêîñòü. Â ñâÿçè ñ ýòèì âûäåëÿþò áîëåå ñèëüíûå îáúåêòû.

Îïðåäåëåíèå 11.14. n-ìåðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå X ñ àòëàñîì A ={
(Uα, ϕα)

}
íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè âñå ôóíêöèè ïåðåõîäà ϕβ ◦ ϕ−1

α ÿâëÿþòñÿ
ãëàäêèìè.
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Óòâåðæäåíèå 11.10. Åñëè êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f � ãëàäêîå â
îäíîé èç êàðò ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, òî îíî ãëàäêîå â ëþáîé åãî êàðòå, îòëè÷àþ-
ùåéñÿ íà ôóíêöèþ ïåðåõîäà.

Ïðèìåð òîïîëîãè÷åñêîãî íå ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ðàññìîòðèì X = R1(t)
ñ àòëàñîì

A =
{

(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)
}
, U1 = U2 = R1.

Â êà÷åñòâå ϕ1 è ϕ2 âîçüì¼ì

ϕ1 : R1(t)→ R1(x), x = ϕ1(t) = t;

ϕ2 : R1(t)→ R1(y), y = ϕ2(t) = t3.

Ïîñìîòðèì íà ôóíêöèè ïåðåõîäà:

y(x) = x3, x(y) = 3
√
y.

Íî ôóíêöèÿ x(y) = 3
√
y íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Ïîýòîìó òàêîå ìíîãîîáðàçèå íå ÿâëÿ-

åòñÿ ãëàäêèì.

Îïðåäåëåíèå 11.15. Äâà ìíîãîîáðàçèÿ M1 è M2 íàçûâàþòñÿ äèôôåîìîðôíû-
ìè (îáîçíà÷àåòñÿ M1 ' M2), åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
f : M1 �M2, òàêîå, ÷òî f è f−1 ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè. Ñàìî îòîáðàæåíèå íàçûâàåò-
ñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.

Çàäà÷à 11.1. Ïóñòü äàíû äâà ìíîãîîáðàçèÿ

M1 =
(
R1, A1 =

{
(U1, ϕ1)

})
, M2 =

(
R1, A2 =

{
(U2, ϕ2)

})
,

ãäå êàðòû {(Ui, ϕi)} � òå æå, ÷òî è ðàíüøå. Ïîêàçàòü, ÷òî M1 'M2.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè àòëàñà è ïðîâåðêè åãî ãëàäêîñòè. Ñàìûé ïðî-
ñòîé íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð � ýòî îêðóæíîñòü:

x2 + y2 = R2.

Ïîêðîåì îêðóæíîñòü ÷åòûðåìÿ êàðòàìè, îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè â êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ äóãè:

U1 = S1 ∩ {y > 0}, ϕ1(x, y) = x;

U2 = S1 ∩ {y < 0}, ϕ2(x, y) = x;

U3 = S1 ∩ {x < 0}, ϕ3(x, y) = y;

U4 = S1 ∩ {x > 0}, ϕ4(x, y) = y.

Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè àòëàñ

A =
{

(Ui, ϕi)
}4

i=1
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x

y

O

U1 = S1 ∩ {y > 0}

U2 = S1 ∩ {y < 0}

U3 = S1 ∩ {x < 0}

U4 = S1 ∩ {x > 0}

Ðèñ. 11.5. Àòëàñ A îêðóæíîñòè.

ãëàäêèì. Äëÿ ýòîãî íàäî ðàññìîòðåòü âñåâîçìîæíûå ôóíêöèè ñêëåéêè êàðò. Äëÿ
ïàðû êàðò U1 è U4 ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ïåðåõîäà ϕ1 ◦ϕ−1

4 èç U4 â U1, äåéñòâóþùóþ
èç îòðåçêà (0, R) ⊂ OY â îòðåçîê (0, R) ⊂ OX.

ϕ1 ◦ ϕ−1
4 (y) = ϕ1

(
+
√
R2 − y2, y

)
=
√
R2 − y2 = x(y).

Òåïåðü ïîñìîòðèì íà ïàðó êàðò U1 è U3:

ϕ1 ◦ ϕ−1
3 (y) = ϕ1

(
−
√
R2 − y2, y

)
= −

√
R2 − y2.

Âñå ôóíêöèè ïåðåõîäà áóäóò èìåòü âèä ±
√
R2 − x2, ±

√
R2 − y2. Òàê êàê |x|, |y| < R,

òî ýòè ôóíêöèè áóäò ãëàäêèìè.
Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî îáîáùèòü íà ñôåðó Sn ⊂ Rn+1. Àòëàñ òàêîãî ìíî-

ãîîáðàçèÿ � ýòî
A =

{
(U±k , ϕ

±
k )
}
,

U±k = Sn ∩ {±xk > 0}, ϕ±k (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn),

(ϕ±k )−1 =


x1, . . . , xk−1,±

√
R2 −

∑

i 6=k
(xk)2, xk+1, . . . , xn


 .
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Ñåìèíàð 12

Ãëàäêîñòü ôóíêöèé íà ñôåðå

Ðàññìîòðèì ñôåðó S2 åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. È ðàññìîòðèì äëÿ êàæäîé òî÷êè P ∈
S2 ôóíêöèþ f(P ) = sin(θ). Ïîéì¼ì, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ôóíêöèÿ ãëàäêîé.
Ôîðìàëüíî íàì íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü øåñòü êàðò (U±i , ϕ

±
i ), è â êàæäîé èç íèõ

ðàññìîòðåòü êîîðäèíàòíóþ ôóíêöèþ f ◦ (ϕ±i )−1 è ïðîâåðèòü å¼ íà ãëàäêîñòü. Åñëè
õîòÿ áû îäíà èç íèõ ãëàäêîé íå ÿâëÿåòñÿ, òî è ôóíêöèÿ f íå ãëàäêàÿ. Äëÿ íà÷àëà
ðàññìîòðèì êàðòó (U+

3 , ϕ
+
3 ). Èìååì

ϕ+
3 (x, y, z)→ (x, y), (ϕ+

3 )−1(x, y)→ (x, y,
√

1− x2 − y2),

òîãäà
f ◦ (ϕ+

3 )−1 =
√
x2 + y2.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòíîãî ãîìåîìîðôèçìà x2 + y2 < 1. Êîîðäèíàòíîå
ïðåäñòàâëåíèå f ◦ (ϕ+

3 )−1 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì âåçäå â ýòîé îáëàñòè, çà èñêëþ÷åíèåì
òî÷êè x = y = 0.
Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí âàðèàíò àòëàñà, ïîëó÷àåìûé ñ ïîìîùüþ ñòåðåîãðàôè÷åñêîé

ïðîåêöèè. Äëÿ ïðîñòîòû íà÷í¼ì ñ îêðóæíîñòè. Âûïèøåì êàðòû òàêîãî àòëàñà:

O

U1

U2

N

S

P

δ(P ) σ(P )

Ðèñ. 12.1. Àòëàñ AS îêðóæíîñòè.

AS =
{(

U1 = S1 \ {N}, ϕ1 = σ
)
,
(
U2 = S1 \ {S}, ϕ2 = δ

)}
.

Çäåñü δ(P ) � ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè, ïîñòðîåííàÿ îòíîñèòåëüíî þæíîãî
ïîëþñà S. Îòîáðàæåíèÿ

ϕi : Ui → R1

ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè. Òåïåðü íàäî ïîñòðîèòü ôóíêöèè ñêëåéêè. Èõ ìîæíî
ïîñòðîèòü, ðàññìîòðåâ ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè 4ONσ(P ) è 4Oδ(P )S. Èç ïîäîáèÿ
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ñëåäóåò, ÷òî

1

δ(P )
=
σ(P )

1
⇒ δ(P )σ(P ) = 1 ⇒

ϕ1 ◦ ϕ−1
2 =

1

δ(P )

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 =

1

σ(P )

Çàìåòèì, ÷òî
U1 ∩ U2 = S1 \ {N,S}.

Íà ýòîì ìíîæåñòâå δ(P ) 6= 0 è σ(P ) 6= 0, ïîýòîìó ôóíêöèè ïåðåõîäà ÿâëÿþòñÿ
ãëàäêèìè, è, ñëåäîâàòåëüíî, àòëàñ AS � òîæå ãëàäêèé.
Íàïîìíèì, ÷òî ðàíåå íàìè áûë ðàññìîòðåí åù¼ îäèí àòëàñ îêðóæíîñòè A, êàðòû

êîòîðîãî èìåþò âèä
U1 = S1 ∩ {y > 0}, ϕ1(x, y) = x;

U2 = S1 ∩ {y < 0}, ϕ2(x, y) = x;

U3 = S1 ∩ {x < 0}, ϕ3(x, y) = y;

U4 = S1 ∩ {x > 0}, ϕ4(x, y) = y.

Õîðîøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà ãëàäêîñòè àòëàñà AS ∪ A.

Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî

Ïðèâåä¼ì åù¼ îäèí ïðèìåð ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RP n � ýòî ïðîñòðàíñòâî ïðÿ-
ìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò â Rn+1.

Åñëè â Rn+1 çàäàíû êîîðäèíàòû (x1, . . . , xn+1), òî êàæäàÿ ïðÿìàÿ çàäà¼òñÿ ñâîèì
íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì v ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ λ 6= 0. Ïî-
ýòîìó òî÷êè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà çàäàþòñÿ â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ

(x1 : x2 : . . . : xn+1). Ýòî íàáîð êîîðäèíàò íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ, êîòîðûå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè

(x1 : x2 : . . . : xn+1) ∼ (λx1 : λx2 : . . . : λxn+1).

Ïðè ýòîì ïðåäîïîëàãàåòñÿ, ÷òî (x1)2 + (x2)2 + . . . (xn+1)2 6= 0. Â òàêîì ïðîñòðàí-
ñòâå ìîæíî ïîñòðîèòü êàðòû, ãäå ìíîæåñòâà Ui � ýòî ïðÿìûå, äëÿ êîòîðûõ i-àÿ
êîîðäèíàòà íå îáðàùàåòñÿ â íóëü:

Ui =
{
xi 6= 0

}
,

à ôóíêöèè ϕi çàäàþòñÿ êàê îòîáðàæåíèå

ϕi(x
1 : x2 : . . . : xn+1)→

(
x1

xi
:
x2

xi
: . . . :

xi−1

xi
:
xi+1

xi
: . . . :

xn+1

xi

)
∈ Rn.

Îáðàòíîå ê íåìó, äåéñòâóåò êàê

(y1 : y2 : . . . : yi−1 : 1 : yi+1 : . . . : yn)←−−
ϕ−1
i

(y1 : . . . : yn).
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèè ïåðåõîäà ϕj ◦ ϕ−1
i :

ϕj ◦ ϕ−1
i (y1 : . . . : yn) =

(
y1

yj
: . . . :

1

yj
: . . . :

yn

yj

)
,

ãäå ó òî÷êè îáðàçà ïðîïóùåíà i-àÿ êîìïîíåíòà. Òàêîå îòîáðàæåíèå, òàê êàê yj 6= 0,
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì. À çíà÷èò, èç n-ìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ìû ïîëó÷èëè
n-ìåðíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà RP 1. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ïëîñ-

êîñòü R2, íà êîòîðîé êàæäàÿ ïðÿìàÿ çàäà¼òñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ íàïðàâ-
ëÿþùèì âåêòîðîì (x1 : x2). Çàäàäèì êàðòû

(x1 : x2)
ϕ1−−−→
x1 6=0

(
x2

x1
= t

)
, (x1 : x2)

ϕ2−−−→
x2 6=0

(
x1

x2
= s

)

è ïîñòðîèì ôóíêöèè ïåðåõîäà

s(t) = ϕ2 ◦ ϕ−1
1 (t) =

1

t
, t(s) = ϕ1 ◦ ϕ−1

2 (s) =
1

s
.

Çàìåòèì, ÷òî ϕ1(U1) = R1 è ϕ2(U2) = R1. À ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû ìîæåì ïîñòðîèòü
îòîáðàæåíèÿ Ui â Ui ∈ AS, ïðè÷¼ì ôóíêöèè ïåðåõîäà â îáîèõ àòëàñàõ ñîâïàäàþò.
Ñëåäîâàòåëüíî, S1 ' RP 1. Îòìåòèì òàê æå, ÷òî èñïîëüçóÿ òå æå ñîîáðàæåíèÿ,
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî S2 ' CP 1, ãäå S2 = C ∪∞.

Çàäàíèå ìíîãîîáðàçèé óðàâíåíèÿìè

Òåîðåìà 12.1. (Òåîðåìà î çàäàíèè ìíîãîîáðàçèÿ óðàâíåíèÿìè)
Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé fk(x

1, . . . , xn) = 0, ãäå 1 ≤ k ≤ n, ôóíêöèè fk
ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè è

rk
∂fk
∂xi

∣∣∣
M

= k,

ãäå
M =

{
x
∣∣ fk(x1, . . . , xn) = 0

}
. (12.1)

Åñëè M 6= ∅, òî M ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî â (n − k)-ìåðíîå ãëàäêîå ìíîãî-
îáðàçèå. Áîëåå òîãî, â êà÷åñòâå êîîðäèíàò òî÷åê ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ìîæíî âçÿòü
êîîðäèíàòû (xi1 , . . . , xin−k) îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìîòðèì ñôåðó

Sn−1(R) : (x1)2 + . . .+ (xn)2 = R2

Ïðîâåðèì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äèô-
ôåðåíöèàë ôóíêöèè

f =
n∑

i=1

(xi)2 −R2.

â òî÷êàõ ñôåðû:

df
∣∣∣
Sn−1

= (2x1, . . . , 2xn).
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Äèôôåðåíöèàë îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå x1 = . . . = xn = 0, êîòîðàÿ íå ëåæèò íà
ñôåðå. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêàÿ ñôåðà � (n− 1)-ìåðíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñïåöèàëüíóþ ëèíåéíóþ ãðóïïó âåùåñòâåííûõ ìàòðèö

SLn(R) =
{
A = (aij)

n
i,j=1

∣∣ detA = 1
}
⊂ Rn2

.

Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà òàêèõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì â Rn2
. Äëÿ

ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå detA = 1 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì. Â ïðîñòðàíñâå
Rn2

â êà÷åñòâå êîîðäèíàò âûñòóïàþò ýëåìåíòû ìàòðèöû. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé
ìàòðèöû A ∈ SLn ñóùåñòâóþò òàêèå i, j, ÷òî

∂ detA

∂aij

∣∣∣
A
6= 0.

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ðàçëîæåíèÿ

detA =
n∑

k=1

aik · Aik,

ãäå Aik � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ñî çíàêîì, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåì
ìàòðèöû ðàçìåðà (n− 1)× (n− 1). Îòêóäà èìååì

∂ detA

∂aij
= Aij.

Íî âñå Aij íå ìîãóò îäíîâðåìåííî îáðàùàòüñÿ â íóëü, ïîòîìó ÷òî èíà÷å íàðóøàëîñü
áû óñëîâèå detA = 1. Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì,
ñèñòåìà óðàâíåíèé � ðåãóëÿðíîé, à ãðóïïà ìàòðèö SLn(R) � ãëàäêèì (n2−1)-ìåðíûì
ìíîãîîáðàçèåì â Rn2

.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : SLn(R)→ R êàê

f(A) =
n∑

i,j=1

aij

è ïðîâåðèì å¼ ãëàäêîñòü. Âîçüì¼ì òî÷êó A ∈ SLn(R), äëÿ íå¼ ïî òåîðåìå ñóùåñòâóåò
n2−1 êîîðäèíàò, ïðîåêöèÿ íà êîòîðûå � ýòî êàðòà. Ïóñòü ýòî âñå êîîðäèíàòû, êðîìå
ann. Òîãäà êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå

f(A) = (a11 + a12 + . . .+ an−1n) + ann, ann = ann(a11, a12, . . . , an−1n).

Ñóììà êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé, è ann ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè
� òàêæå ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ôóíêöèè f ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, è ñàìà f � òîæå ãëàäêàÿ.
Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû:

Ñëåäñòâèå 12.1. Åñëè çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ F (x1, . . . , xn) â Rn,
òî îãðàíè÷åíèå ýòîé ôóíêöèè íà M � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.
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Åù¼ îäèí ïðèìåð � ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö

On(R) =
{
A = (aij)

n
i,j=1

∣∣∣ A · AT = E
}
⊂ Rn2

.

Óñëîâèå A ·AT = E çàäà¼ò íàì n2 óðàâíåíèé. Îäíàêî ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñèì-
ìåòðè÷íûìè, è, çíà÷èò, ÷òî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé n(n+ 1)/2. Åñëè ìû ïîêàæåì,
÷òî ñèñòåìà ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé, òî On áóäåò ãëàäêèì n(n− 1)/2-
ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì â Rn2

.
Ïóñòü i ≤ j. Êàæäîå óðàâíåíèå � ýòî ïðîèçâåäåíèå i-îé ñòðîêè íà j-ûé ñòîëáåö

òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû. Êàæäûé ñòîëáåö òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû � ýòî
ñòðîêà èç èñõîäíîé ìàòðèöû. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ïóñòü i = j, òîãäà

fi =
n∑

k=1

(aik)
2 = 1.

Ñîñ÷èòàåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂fi
∂aik

= 2aik, 1 ≤ k ≤ n.

Åñëè æå i 6= j, òî òîãäà

hij =
n∑

k=1

aikajk = 0.

Ñ÷èòàåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂hij
∂aik

= ajk,
∂hij
∂ajk

= aik.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ìàòðèöó ßêîáè:

a11 . . . a1n a21 . . . a2n a31 . . . a3n . . . an1 . . . ann
f1 2a11 . . . 2a1n 0 . . . 0 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0
h12 a21 . . . a2n a11 . . . a1n 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0
h13 a31 . . . a3n 0 . . . 0 a11 . . . a1n . . . 0 . . . 0
... . . . . . . . . . . . . . . .
h1n an1 . . . ann 0 . . . 0 0 . . . 0 . . . a11 . . . a1n

f2 0 . . . 0 2a21 . . . 2a2n 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0
h23 0 . . . 0 a31 . . . a3n a21 . . . a2n . . . 0 . . . 0
h24 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0
... . . . . . . . . . . . . . . .
h2n 0 . . . 0 an1 . . . ann 0 . . . 0 . . . a21 . . . a2n

... . . . . . . . . . . . . . . .
fn 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 . . . 2an1 . . . 2ann

Ïîêàæåì, ÷òî îíà íåâûðîæäåíà. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
ñòðîê ýòîé ìàòðèöû è ïðèðàâíÿåì å¼ íóëþ. Âûäåëèì ïåðâûå n êîîðäèíàò ýòîé
ìàòðèöû:

2λ1(1-àÿ ñòðîêà A) + λ2(2-àÿ ñòðîêà A) + . . .+ λn(n-àÿ ñòðîêà A) = 0.
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Íî ñòðîêè îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, çíà÷èò, ïåðâûå n êîýôôè-
öèåíòîâ λ1 = . . . = λn = 0. Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó ïîáëî÷íî, ìû ïîëó÷èì, ÷òî âñå
êîýôôèöèåíòû λi = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðîêè ìàòðèöû ßêîáè ëèíåéíî íåçàâèñèìû
è îíà íåâûðîæäåíà. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà On(R) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì n(n − 1)/2-
ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì.
ßâëÿåòñÿ ëè On ñâÿçíûì? Îòâåò: íåò. Ñðåäè ìíîæåñòâà îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö

ìîæíî âûäåëèòü òå, ó êîòîðûõ detA = 1, è îñòàâøèåñÿ ñ detB = −1. Åñëè íàøå
ìíîãîîáðàçèå ñâÿçíî, òî äîëæíà ñóùåñòâîâàòü íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ γ(t), ñîåäèíè-
ÿþùàÿ äâå òàêèå ìàòðèöû. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ det γ(t), òàêóþ, ÷òî

det γ(0) = detA = 1, det γ(1) = detB = −1.

Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè γ ñóùåñòâóåò òî÷êà, â êîòîðîé det γ = 0. Çíà÷èò, íåïðå-
ðûâíóþ êðèâóþ ïîñòðîèòü íåëüçÿ, è On íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.
Òåì íå ìåíåå îíî ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì è îãðàíè÷åí-

íûì. Îíî çàìêíóòî, òàê êàê ìîæíî ïîñìîòðåòü íà óðàâíåíèÿ êàê íà îòîáðàæåíèå

F : Rn2 → Rn2

,

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ìàòðèöå A óðàâíåíèÿ:

F (A) = A · AT .

Òîãäà On = F−1(E), à E � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â Rn2
, ïîýòîìó å¼ ïðîîáðàç ïðè

íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè òîæå çàìêíóò. Îãðàíè÷åííîñòü ìîæíî óâèäåòü, åñëè ðàñ-
ñìîòðåòü íîðìó ìàòðèöû

‖A‖ =
n∑

i,j=1

(aij)
2 =

n∑

i=1

(
n∑

j=1

(aij)
2

)
=

n∑

i=1

1 = n.

Ñëåäîâàòåëüíî, On ⊂ Sn
2−1(
√
n).

Çàäà÷à 12.1. Ïðè n = 2 O2(R) � ýòî îäíîìåðíîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå. Äîêà-
çàòü, ÷òî ýòî äâå îêðóæíîñòè, ëåæàùèå â R4, è ïîíÿòü, êàê îíè ðàñïîëîæåíû äðóã
îòíîñèòåëüíî äðóãà (çàöåïëåíû îíè äðóã çà äðóãà èëè íåò).
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Ñåìèíàð 13

Êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê ìíîãîîáðàçèÿì

Îïðåäåëåíèå 13.1. Ïóñòü P � òî÷êà ãëàäêîãî n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn. Êà-
ñàòåëüíûì âåêòîðîì V â òî÷êå P íàçûâàþò ñîïîñòàâëåíèå êàæäîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò íàáîðà ÷èñåë:

V : (x1, . . . , xn) 7→ (v1, . . . , vn) ∈ Rn. (13.1)

Åñëè â îêðåñòíîñòè îäíîé è òîé æå òî÷êè çàäàíû ðàçíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, òî

V : (y1, . . . , yn) 7→ (w1, . . . , wn) ∈ Rn, (13.2)

è íàáîðû ÷èñåë äëÿ ðàçíûõ ñèñòåì ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

wi =
n∑

k=1

∂yi

∂xk

∣∣∣
P
vk, vj =

n∑

k=1

∂xj

∂yk

∣∣∣
P
wk. (13.3)

Èëè
w = J · v, v = J−1 · w. (13.4)

Îïðåäåëåíèå 13.2. Ïóñòü P � òî÷êà ãëàäêîãî n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿMn.Êàñà-
òåëüíûì âåêòîðîì â òî÷êå P íàçûâàþò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ãëàäêèõ êðèâûõ
[γ], ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç P . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî γ1 ∼ γ2, åñëè, âî-ïåðâûõ,

γ1(t1) = γ2(t2) = P, (13.5)

à âî-âòîðûõ, â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

γ̇1(t1) = γ̇2(t2). (13.6)

Îïðåäåëåíèå 13.3. Ïóñòü P � òî÷êà ãëàäêîãî n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn. Êà-
ñàòåëüíûì âåêòîðîì â òî÷êå P , èëè äèôôåðåíöèðîâàíèåì â òî÷êå P íà-
çûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

D : C∞(M)→ R, (13.7)

îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè

D(α1f1 + α2f2) = α1D(f1) + α2D(f2), ∀αi ∈ R, fi ∈ C∞(M), (13.8)

D(f1 · f2) = D(f1) · f2(P ) + f1(P ) ·D(f2), ∀fi ∈ C∞(M). (13.9)

Òàêèå îòîáðàæåíèÿ îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êàñà-

òåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ìîæíî ïîêàçàòü, à èíîãäà ýòî ïîëàãàåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî â ôèêñèðîâàííîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò

D(f)(P ) =
n∑

i=1

ai
∂f

∂xi
(P ). (13.10)

Ýòè òðè îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ êà-
ñàòåëüíûõ âåêòîðîâ TPM îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, èçîìîðôíîå Rn.
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Îïðåäåëåíèå 13.4. Ïóñòü çàäàíà ôèêñèðîâàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (x1, . . . , xn)
â îêðåñòíîñòè òî÷êè P ∈ Mn. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå TPM çàäàí êàíîíè÷åñêèé

áàçèñ {∂x1 , . . . , ∂xn}, ãäå

∂xi : (x1, . . . , xn) 7→ (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i

, 0, . . . , 0). (13.11)

Ïóñòü çàäàíà åù¼ îäíà ñèñòåìà êîîðäèíàò

∂xi : (y1, . . . , yn) 7→ (w1, . . . , wn).

Òîãäà

wj =
n∑

k=1

∂yj

∂xk
(∂xi)

k =
n∑

k=1

∂yj

∂xk
δki =

∂yj

∂xi
. (13.12)

Íàéä¼ì êðèâóþ γ, òàêóþ, ÷òî ∂xi = [γ]. Íàäî âçÿòü i-óþ êîîðäèíàòíóþ ëèíèþ ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò (x1, . . . , xn). Ïóñòü P = (x1

0, . . . , x
n
0 ). i-àÿ êîîðäèíàòíàÿ ëèíèÿ � ýòî

êðèâàÿ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P , è ó íå¼ ìåíÿåòñÿ òîëüêî i-àÿ êîìïîíåíòà.
Òî åñòü

γi : xj(t) = xj0, j 6= i; xi(t) = t, t ∈ (xi0 − ε, xi0 + ε).

Ðàññìîòðèì âåêòîð ñêîðîñòè γi:

γ̇i = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i

, 0, . . . , 0).

Ýòî ðîâíî òî, ÷òî ñîïîñòàâëÿåò êîîðäèíàòàì (x1, . . . , xn) âåêòîð ∂xi . Ïîýòîìó ∂xi =
[γi]. Ñ òî÷êè çðåíèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèé,

∂xi(h) =
∂h

∂xi
.

Ïóñòü çàäàíî ìíîãîîáðàçèå M = R2(x, y). Íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè çàäàíà òî÷êà
P = (3, 2) è îòîáðàæåíèå V : (x, y) 7→ (5, 6). Çàäà÷à: íàéòè êðèâóþ γ, òàêóþ, ÷òî
V = [γ], ðàññìîòðåòü V (h), ãäå h = 2x2 + y2, è íàéòè, êóäà îòîáðàæàåò V ïîëÿðíûå
êîîðäèíàòû (r, ϕ).
Â êà÷åñòâå êðèâîé γ ìîæíî âûáðàòü

γ(t) =
(
3 + 5t, 2 + 6t

)
.

Òîãäà ìîæíî âû÷èñëèòü V (h) êàê

h
∣∣∣
γ

= 2(3+5t)2+(2+6t)2, V (h) =
dh

dt

∣∣∣
t=0

= 2·2·5·(3+5t)+2·6·(2+6t)
∣∣∣
t=0

= 60+24 = 84.

Èëè ìîæíî ðàçëîæèòü âåêòîð V ïî êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó è ïîäåéñòâîâàòü èì íà
h:

V = 5∂x+6∂y, V (h) = (5∂x+6∂y)(2x
2 +y2)

∣∣∣
(3,2)

= 5 ·2 ·2 ·3+6 ·2 ·2 = 60+24 = 84.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì òðåòüþ ÷àñòü çàäà÷è. Ïóñòü y1 = r, y2 = ϕ, x1 = x, x2 = y, òîãäà

vi =
n∑

k=1

∂xi

∂yk

∣∣∣
P
wk.

(
v1

v2

)
=

(
cos(ϕ) −r sin(ϕ)
sin(ϕ) r cos(ϕ)

)(
w1

w2

)
.

Â òî÷êå P èìååì

r =
√

32 + 22 =
√

13, cos(ϕ) =
2√
13
, sin(ϕ) =

3√
13
.

(
5
6

)
=




2√
13
−3

3√
13

2



(
w1

w2

)
⇒

(
w1

w2

)
=




2√
13
−3

3√
13

2




−1
(

5
6

)

(
w1

w2

)
=

1

13

(
2
√

13 3
√

13
−3 2

)(
5
6

)
=

1

13

(
28
√

13
−3

)
.

Äèôôåðåíöèàë ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 13.5. Ïóñòü ìåæäó äâóìÿ ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè Mm è Nn çà-
äàíî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå

F : Mm → Nn (13.13)

è ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà P ∈M , òî òîãäà îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

dF
∣∣∣
P

: TPM
m → TF (P )N

n. (13.14)

Ïóñòü òàêæå êàñàòåëüíûé âåêòîð îïðåäåë¼í êàê V = [γ]. Ïðè ýòîì γ(t0) = P ,
F ◦ γ(t0) = F (P ). Òîãäà çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëà íà êàñàòåëüíîì âåêòîðå,

ñîîòâåòñòâóþùåì [γ], ðàâíî

dFP ([γ]) = [F ◦ γ]. (13.15)

Åñëè âM ôèêñèðîâàíû êîîðäèíàòû (x1, . . . , xm), à â N � êîîðäèíàòû (y1, . . . , yn),
òî â ñîîòâåòñòâóþùèõ êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ôèêñèðîâàíû êàíîíè÷åñêèå áà-
çèñû {∂x1 , . . . , ∂xm} è {∂y1 , . . . , ∂yn}. Òîãäà ìàòðèöà äèôôåðåíöèàëà (dFP )ik � ýòî

ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

(
∂yi

∂xk

)

P

. È åñëè â êîîðäèíàòàõ (x1, . . . , xm)

âåêòîð v = (v1, . . . , vm), òî åãî îáðàç â êîîðäèíàòàõ (y1, . . . , yn) èìååò âèä

dF
∣∣∣
P

(v) =

(
∂yi

∂xk

)

P



v1

...
vm


 .
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Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ h : N → R, òîãäà ÷åìó áóäåò ðàâåí dF
∣∣∣
P

(v)(h)? Òàê êàê

ïîä äåéñòâèåì F òî÷êè èç M ïåðåõîäÿò â N , à çàòåì ïîä äåéñòâèåì h � â R, òî

dF
∣∣∣
P

(v)(h) = v(h ◦ F ) =
∑

k

vk
∂

∂xk
(h(F (x))) =

∑

k

vk
∑

j

∂h

∂yj
∂yj

∂xk
=

=
∑

j

(∑

k

∂yj

∂xk
vk

)
∂h

∂yj
=
∑

j

wj
∂h

∂yj
= w(h).

Ïóñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè P ∈ Mm çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò (x1, . . . , xm). Â
ýòîé òî÷êå ìîæíî ïîñòðîèòü êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TPM , â êîòîðîì îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàíîíè÷åñêèé áàçèñ {∂x1 , . . . , ∂xm}. Êðîìå òîãî, ìîæíî ïîñòðîèòü äâîéñòâåííîå
ïðîñòðàíñòâî (TPM)∗ � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà TPM , â êîòîðîì åñòü
äâîéñòâåííûé áàçèñ {f 1, . . . , fm}, ôóíêöèè êîòîðîãî äåéñòâóþò êàê f i(∂xj) = δij.

Ôóíêöèè äâîéñòâåííîãî áàçèñà ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê f i = dxi
∣∣∣
P
. Äåéñòâèòåëü-

íî, ôóíêöèè xi îòîáðàæàþò îêðåñòíîñòü íåêîòîðîé òî÷êè U(p) íà âåùåñòâåííóþ
ïðÿìóþ R, à äèôôåðåíöèàëû dxi � ýëåìåíòû êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TPM íà
âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ R = Txi(P )R. Òî åñòü dxi ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå îòîá-
ðàæåíèÿ â ÷èñëà, òî åñòü ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû � ýëåìåíòû äâîéñòâåííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå dxi íà âåêòîð êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà ∂xj ÷åðåç ìàò-
ðèöó ßêîáè:

dxi(∂xj) = (0, 0, . . . , 1, . . . , 0)




0
0
...
1
...
0




= δij.

Äðóãîé âàðèàíò ïðîâåðêè ñîîòíîøåíèÿ dxi(∂xj) = δij çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
ðàññìîòðåòü êðèâóþ γj, ñîîòâåòñòâóþùóþ âåêòîðó êàîíîíè÷åñêîãî áàçèñà ∂xj . Ïî-
ñìîòðèì íà îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè

xi
∣∣∣
γj

=

[
xi0, i 6= j

t, i = j

Òîãäà

d

dt
xi
∣∣∣
γj

=

[
0, i 6= j

1, i = j
= δij.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå O3(R) ⊂ R9 � ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ îðòîãî-
íàëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè 3. Ïóñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå

F : O3(R)→ R3, F : (aij) 7→



a11

a21

a31


 .
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Çàäà÷à: ïðîâåðèòü ãëàäêîñòü îòîáðàæåíèÿ F , óáåäèòüñÿ, ÷òî ìàòðèöà

R9 ⊃ V =




0 1 0
−1 0 0
0 0 0


 ∈ TEO3(R), R3 ⊃ E =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




è íàéòè dF
∣∣∣
E

(V ).

Ãëàäêîñòü îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè. Ïîñêîëüêó ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé, çàäàþùàÿ O3 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è ðåãóëÿðíîé, è å¼ ìàòðèöà ßêîáè
íåâûðîæäåíà, òî O3 � ãëàäêîå òð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Â îêðåñòíîñòè êàæäîé
òî÷êè ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ â êà÷åñòâå ñèñòåìû êîîðäèíàò ìîæíî âûáðàòü òðè ýëå-
ìåíòà ìàòðèöû, à îñòàëüíûå ãëàäêèì îáðàçîì âûðàçèòü ÷åðåç íèõ. Òîãäà â îáðàçå
îòîáðàæåíèÿ F ñòîÿò ëèáî òå ñàìûå òðè ýëåìåíòà, ëèáî ýëåìåíòû, êîòîðûå âûðà-
æàþòñÿ êàê ãëàäêèå ôóíêöèè ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, F � ãëàäêîå.
×òîáû ïðîâåðèòü âòîðîé ïóíêò, ìîæíî ïîäîáðàòü êðèâóþ γ(t), óäîâëåòâîðÿþùóþ

óñëîâèÿì 



γ(t) ⊂ O3(R),

γ(0) = E,

γ̇(0) = V.

Â êà÷åñòâå òàêîé êðèâîé ìîæíî ðàññìîòðåòü

γ(t) =




cos(t) sin(t) 0
− sin(t) cos(t) 0

0 0 1


 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, è ïîäñòàâëÿÿ â íå¼ è â å¼ ïðîèçâîäíóþ
t = 0, óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñîîòíîøåíèÿì. Óñëîâèå γ̇(0) = V
îçíà÷àåò, ÷òî V � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé γ(t), òî åñòü V ∈ TEO3. Íàêîíåö,
âû÷èñëèì îáðàç äèôôåðåíöèàëà

dF
∣∣∣
E

(V ) =
d

dt
F (γ(t))

∣∣∣
t=0

=
d

dt




cos(t)
− sin(t)

0



∣∣∣
t=0

=



− sin(t)
− cos(t)

0



∣∣∣
t=0

=




0
−1
0


 .

Íà ñàìîì äåëå, ìû ïî÷òè ïîêàçàëè, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê O3 â òî÷êå
E ñîñòîèò èç êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ìàòðèöû
ïîâîðîòà âîêðóã îñåé è èõ ïðîèçâîäíûå ïðè t = 0:

γz(t) =




cos(t) − sin(t) 0
sin(t) cos(t) 0

0 0 1


 , Vz =




0 −1 0
1 0 0
0 0 0


 .

γx(t) =




1 0 0
0 cos(t) − sin(t)
0 sin(t) cos(t)


 , Vx =




0 0 0
0 0 −1
0 1 0


 .
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γy(t) =




cos(t) 0 − sin(t)
0 1 0

sin(t) 0 cos(t)


 , Vy =




0 0 −1
0 0 0
1 0 0


 .

Ìàòðèöû Vx, Vy, Vz ∈ TEO3(R), çíà÷èò, TEO3(R) ⊃ {X | XT = −X}. Êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî ê O3 ÿâëÿåòñÿ òð¼õìåðíûì, à òàê êàê Vx, Vy, Vz � ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûå, òî ïðîñòðàíñòâî êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö òàêæå òð¼õìåðíî, è òîãäà èìååò
ìåñòî íå âêëþ÷åíèå, à ðàâåíñòâî TEO3(R) = {X | XT = −X}.
Ìû âûÿñíèëè, êàê óñòðîåíî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TEO3. Ïîéì¼ì, êàê ñòðî-

èòü êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ýòîé ãðóïïû ìàòðèö â äðóãèõ òî÷êàõ. Äëÿ ýòîãî
ââåä¼ì ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ.

Îïðåäåëåíèå 13.6. Îòîáðàæåíèå LA : O3 → O3, òàêîå, ÷òî

LA(X) = A ·X, ∀X ∈ O3, A ∈ O3, (13.16)

íàçûâàåòñÿ ëåâûì ñäâèãîì íà ìàòðèöó A.

Òàê êàê ìàòðèöàA íåâûðîæäåíà, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå LA−1(X) =
A−1 ·X. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû ìàòðèöû A ·X ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ìàò-
ðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìíîæèòåëåé, òî êàê ïðÿìîå, òàê è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿ-
þòñÿ ãëàäêèìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ëåâûé ñäâèã � ýòî äèôôåîìîðôèçì O3 â ñåáÿ. Ïðè
ýòîì LA(E) = A. Êðîìå òîãî, dLA(TEO3) = TAO3. ×òîáû ïðèìåíèòü äèôôåðåíöèàë
ê âåêòîðó èç êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà íàäî âûáðàòü áàçèñ, íàïðèìåð, ñîñòîÿùèé
èç Vx, Vy, Vz. Çàòåì ñîïîñòàâèòü ýòèì âåêòîðàì êðèâûå γx(t), γy(t), γz(t) è ðàññìîò-
ðåòü ïðîèçâîäíûå

d

dt
LA(γx(t))

∣∣∣
t=0
,

d

dt
LA(γy(t))

∣∣∣
t=0
,

d

dt
LA(γz(t))

∣∣∣
t=0
.

Ïîñêîëüêó LA � äèôôåîìîðôèçì, òî dLA � èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü S1 ⊂ R2 = C, ñîñòîÿùóþ

èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë eiϕ, ãäå ϕ ∈ (0, 2π]. Ìû çíàåì, êàê óñòðîåíî å¼ êàñàòåëü-

1

T1S
1

A = e iϕ

TAS
1 = eiϕT1S

1

ϕ

Ðèñ. 13.1. Êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà S1.
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íîå ïðîñòðàíñòâî T1S
1. Ïîëó÷èì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TAS

1, ãäå A = eiϕ. Äëÿ
ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îïåðàöèåé ëåâîãî ñäâèãà Leiϕ , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì â
ïëîñêîñòè íà óãîë ϕ. Òîãäà TAS

1 = eiϕT1S
1.

Âû÷èñëåíèå äèôôåðåíöèàëîâ íåîáõîäèìî äëÿ âûÿñíåíèÿ èõ âûðîæäåííîñòè èëè
íåâûðîæäåííîñòè. Íåâûðîæäåííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè F : M → N
ðàíã ìàòðèöû ßêîáè òàêîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì. Åñëè ðàçìåð-
íîñòü M ìåíüøå ðàçìåðíîñòè N , òî òàêîå íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ
ïîãðóæåíèåì, èëè èììåðñèåé. Åñëè íàîáðîò, òî ñóáìåðñèåé. Çíàíèå òîãî, ÿâ-
ëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ âûðîæäåííûì èëè íåò, ïîçâîëÿåò èçâëåêàòü
ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ìíîãîîáðàçèé.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ òàêîãî ïîäõîäà. Ó ãðóïïû óíèòàðíûõ ìàòðèö

Un(R) åñòü ïîäìíîæåñòâî ñïåöèàëüíûõ óíèòàðíûõ ìàòðèö SUn(R), âûäåëåííûõ òåì,
÷òî äëÿ ìàòðèöû A ∈ SUn å¼ îïðåäåëèòåëü detA = 1. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî SUn(R)
ñàìî ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôóíêöèþ îïðåäåëè-
òåëÿ det : Un → R. Íàäî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äèôôåðåíöèàë òàêîé ôóíêöèè íå
âûðîæäåííûì, è, åñëè ýòî òàê, òî ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè SUn = det−1(1)
áóäåò ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè íà 1 ìåíüøå, ÷åì Un.
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Ñåìèíàð 14

Îðèåíòèðóåìûå, îðèåíòèðîâàííûå
è íåîðèåíòèðóåìûå ìíîãîîáðàçèÿ

Äëÿ íà÷àëà âñïîìíèì, ÷òî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Rn ìîãóò áûòü âûáðàíû
íåñêîëüêî áàçèñîâ, íàïðèìåð, B1 = {e1, . . . , en}, B2 = {f1, . . . , fn} è òàê äàëåå. Äâà
áàçèñíûõ íàáîðà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ìàòðèöåé ïåðåõîäà, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé
îòëè÷åí îò íóëÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî äâà áàçèñíûõ íàáîðà ýêâèâëåíòíû, åñëè îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû ïåðåõîäà îò îäíîãî ê äðóãîìó áîëüøå íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå áàçèñíûå
íàáîðû äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûáðàòü îðèåíòàöèþ ïðîñòðàíñòâà,
íóæíî âûáðàòü îäèí èç êëàññîâ è îáúÿâèòü åãî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûì.
Òî åñòü îðèåíòàöèþ ïðîñòðàíñòâà ìîæíî âûáðàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.
Íà ìíîãîîáðàçèè òàêóþ ïðîöåäóðó ïðîâåñòè ñëîæíåå, ïîñêîëüêó â êàæäîé òî÷êå

ìíîãîîáðàçèÿ åñòü ñâî¼ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, è îðèåíòàöèþ íóæíî âûáèðàòü âî
âñåõ òî÷êàõ ñîãëàñîâàííî. Îðèåíòàöèÿ äîëæíà íåïðåðûâíî çàâèñåòü îò âûáðàííîé
òî÷êè. Ïðèâåä¼ì òðè ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ îðèåíòèðóåìîñòè ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå 14.1. Ïóñòü (U,ϕ) � ïðîèçâîëüíàÿ êàðòà ãëàäêîãî àòëàñà A. Ïóñòü
òàêæå P,Q ∈ U . Â êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ â ýòèõ òî÷êàõ çàäàíû êàíîíè÷åñêèå
áàçèñû {∂xi(P )} è {∂xi(Q)}. Ãîâîðÿò, ÷òî îðèåíòàöèÿ êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ
íåïðåðûâíî çàâèñèò îò òî÷êè, åñëè äëÿ ëþáîé êàðòû (U,ϕ) ∈ A è ëþáûõ äâóõ
òî÷åê P,Q ∈ U îðèåíòàöèè TPM è TQM îäíîâðåìåííî ñîãëàñîâàíû (èëè íåñîãëà-
ñîâàíû) ñ îðèåíòàöèÿìè, êîòîðûå çàäàþò {∂xi(P )} è {∂xi(Q)}.

P
e1

en

∂x1(P ) ∂xn(P )

{∂xi(P )}

TPM

Q

e1

en

∂x1(Q)

∂xn(Q)

{∂xi(Q)}

TQM

x1

xn ϕ

Ðèñ. 14.1. Íåïðåðûâíîñòü îðèåíòàöèè ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå 14.2. Ìíîãîîáðàçèÿ, íà êîòîðûõ ìîæíî äîáèòüñÿ òàêîãî ñîãëàñî-
âàíèÿ, íàçûâàþòñÿ îðèåíòèðóåìûìè. Åñëè ñîãëàñîâàíèÿ äîáèòüñÿ íåëüçÿ, òî �
íåîðèåíòèðóåìûìè.

112

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


КЛАССИЧЕСКАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ. СЕМИНАРЫ.

ИВАНОВ АЛЕКСАНДР ОЛЕГОВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ïóñòü çàäàíà ðåãóëÿðíàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ γ(t). Â êàæäîé å¼ òî÷êå êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî îäíîìåðíî, è çàäàí íåíóëåâîé âåêòîð ñêîðîñòè γ̇(t). Åñëè ðàññìàò-
ðèâàòü òàêóþ êðèâóþ êàê ìíîãîîáðàçèå, òî â êàæäîé å¼ êàðòå (äëÿ ðåãóëÿðíîé
êðèâîé ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî îäíà êàðòà) åäèíñòâåííûé áàçèñíûé âåêòîð êàñà-
òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè. Ïîýòîìó òàêàÿ êðèâàÿ áóäåò
îðèåíòèðóåìîé.

Îïðåäåëåíèå 14.3. Àòëàñ A íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, åñëè çíàêè ÿêîáèà-
íîâ âñåõ îïðåäåë¼ííûõ ôóíêöèé ïåðåõîäà ïîëîæèòåëüíû.

Îïðåäåëåíèå 14.4. Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè íà í¼ì ñó-
ùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé àòëàñ, è îðèåíòèðîâàííûì, åñëè ýòîò àòëàñ âûáðàí.

Îïðåäåëåíèå 14.5. Åñëè çíàê ÿêîáîèàíà ïåðåõîäà ìåæäó äâóìÿ êàðòàìè Uα, Uβ
îêàçàëñÿ îòðèöàåëüíûì, òî ìû ìîæåì ñäåëàòü çàìåíó êîîðäèíàò, èçìåíèâ, íàïðè-
ìåð, çíàê ó îäíîé èç êîîðäèíàò â êàðòå Uα. Òîãäà ÿêîáèàí ôóíêöèè ïåðåõîäà ñìåíèò
çíàê. Òàêàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ çàìåíîé îðèåíòàöèèè â êàðòàõ.

Óòâåðæäåíèå 14.1. Åñëè ìíîãîîáðàçèå îðèåíòèðóåìî, òî ëþáîé àòëàñ ìîæíî ïðå-
âðàòèòü â îðèåíòèðîâàííûé ñ ïîìîùüþ çàìåíû îðèåíòàöèè â êàðòàõ.

Îïðåäåëåíèå 14.6. Ïóñòü çàäàíî ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèåM , è òî÷êè P,Q ∈
M ñîåäèíåíû ãëàäêîé êðèâîé γ(t), t ∈ [0, 1]. Â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TPM ôèê-
ñèðîâàí áàçèñ {e1, . . . , en}, çàäàþùèé îðèåíòàöèþ ýòîãî êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Âûäåëèì íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî âåêòîðîâ {ei(t)} ⊂ Tγ(t)M . Îò ýòèõ âåêòîðîâ ìû
ïîòðåáóåì, ÷òîáû îíè íåïðåðûâíî çàâèñåëè îò t è â Tγ(t)M îáðàçîâûâàëè áàçèñ. Òî-
ãäà â êîíå÷íîé òî÷êå Q òàêæå ñóùåñòâóåò áàçèñ {e1(1), . . . , en(1)}. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî áàçèñ {e1(1), . . . , en(1)} çàäà¼ò â Q îðèåíòàöèþ, ïîëó÷åííóþ ïåðåíîñîì

âäîëü γ èç P îðèåíòàöèè áàçèñà {e1, . . . , en}.

P e1(0)

en(0)

TPM

Q
e1(1)

en(1)

TQM

γ(t)

e1(t)

en(t)

Ðèñ. 14.2. Ïåðåíîñ îðèåíòàöèè âäîëü êðèâîé.

Çàìå÷àíèå 14.1. Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ {ei(t)} ⊂ Tγ(t)M îò ïàðàìåò-
ðà t ∈ [0, 1] îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Êðèâàÿ γ ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì êàðò.
Åñëè êàðòà ôèêñèðîâàíà, òî ôèêñèðîâàí è êîîðäèíàòíûé ãîìåîìîðôèçì â îáëàñòü
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ñ êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xn). Òîãäà â êàæäîé òî÷êå èìååòñÿ êàíîíè÷åñêèé áàçèñ
{∂xi(t)}, è òîãäà

ei(t) =
n∑

k=1

vik(t)∂xk(t), ∀t ∈ [0, 1].

Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ei(t) îçíà÷àåò íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü vik(t) îò ïàðà-
ìåòðà t.

Óòâåðæäåíèå 14.2. Ïóñòü çàäàíû áàçèñû Σ(t) = {ei(t)} è Σ̃(t) = {ẽi(t)}, íåïðå-
ðûâíî çàâèñÿùèå îò t è òàêèå, ÷òî Σ(0) = Σ̃(0). Òîãäà Σ(1) è Σ̃(1) çàäàþò îäíó è òó
æå îðèåíòàöèþ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó �
ïîëîæèòåëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(t), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îïðå-

äåëèòåëåì ìàòðèöû ïåðåõîäà îò áàçèñà Σ̃(t) ê áàçèñó Σ(t). Ýòà ôóíêöèÿ f(t) ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàäêîé íà t ∈ [0, 1]. Êðîìå òîãî, ìû çíàåì, ÷òî f(0) = 1 è f(t) 6= 0. Îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî f(t) > 0.

Îïðåäåëåíèå 14.7. Ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè äëÿ ëþ-
þáûõ òî÷åê P,Q ∈ M ïåðåíîñ îðèåíòàöèè èç P â Q íå çàâèñèò îò âûáîðà êðèâîé,
âäîëü êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåíîñ.

Ðàññìîòðèì ëèñò Ì¼áèóñà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç îáû÷íîãî ïðÿìîóãîëüíèêà
ñêëåéêîé åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ñ ïåðåâîðîòîì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ îä-
íîñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü. Êðàåì òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü. Ðàñ-

P = Q

B

BA

A
B

A

Ðèñ. 14.3. Ëèñò Ì¼áèóñà.

ñìîòðèì òî÷êè P = Q, ëåæàùèå íà ñðåäíåé ëèíèè ïðÿìîóãîëüíèêà (íà îòðåçêå, ñî-
åäèíÿþùåì ñåðåäèíû ñêëèâàåìûõ ñòîðîí), è íåïðåðûâíîå äâèæåíèå áàçèñà {e1, e2}
âäîëü ýòîé ëèíèè èç òî÷êè P â òî÷êó Q. Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ëèíèè ñêëåéêè áà-
çèñ ïåðåâåðí¼òñÿ, òî åñòü ñìåíèò îðèåíòàöèþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ðàññìîòðåòü
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çàìêíóòóþ êðèâóþ, íå âûõîäÿùóþ çà ëèíèþ ñêëåéêè, òî îðèåíòàöèÿ áàçèñà ïðè
ïåðåíîñå íå èçìåíèòñÿ. Òàê êàê îðèåíòàöèÿ çàâèñèò îò êðèâîé, òî ïî òðåòüåìó îïðå-
äåëåíèþ ëèñò Ì¼áèóñà ÿâëÿåòñÿ íåîðèåíòèðóåìûì ìíîãîîáðàçèåì.
Ëèñò Ì¼áèóñà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü öåëóþ ñåðèþ íåîðèåíòèðóåìûõ ìíîãîîáðà-

çèé. Ðàññìîòðèì äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè N2
µ èç âòîðîé ñåðèè òåîðåìû î êëàññèôè-

êàöèè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ñôåðû S2 âûáðàñûâàíèåì èç íå¼ µ îòêðûòûõ äèñêîâ
è çàìåíîé èõ ëèñòàìè Ì¼áèóñà. Ëþáàÿ òàêàÿ ïîâåðõíîñòü áóäåò íåîðèåíòèðóåìûì
ìíîãîîáðàçèåì.

Óòâåðæäåíèå 14.3. Åñëè àòëàñ ìíîãîîáðàçèÿ ñîñòîèò èç îäíîé êàðòû, òî ìíîãî-
îáðàçèå îðèåíòèðóåìî.

Óòâåðæäåíèå 14.4. Åñëè àòëàñ ìíîãîîáðàçèÿ ñîñòîèò èç äâóõ êàðò, è èõ ïåðåñå-
÷åíèå ñâÿçíî, òî ìíîãîîáðàçèå îðèåíòèðóåìî.

Âñïîìíèì ïîñòðîåíèå àòëàñà îêðóæíîñòè, ñîñòîÿùåãî èç ÷åòûð¼õ êàðò. Ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèþ ïåðåõîäà ìåæäó U+

x è U−y :

y(x) =
√

1− x2,
dy

dx
= − x√

1− x2
> 0.

Òàêèì îáðàçîì ïàðà ýòèõ êàðò ñîãëàñîâàíà. Òåïåðü ðàññìîòèì ïàðó U+
x è U+

y . Ôóíê-
öèÿ ïåðåõîäà

y(x) =
√

1− x2,
dy

dx
= − x√

1− x2
< 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ïàðà êàðò íå ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííîé, è òàêîé àòëàñ íå ÿâëÿåòñÿ
îðèåíòèðîâàííûì. Íî åãî ìîæíî îðèåíòèðîâàòü, åñëè ñäåëàòü çàìåíó çíàêîâ â äâóõ
êàðòàõ:

A =
{
U−x , −U+

x , U
+
y , −U−y

}
.

Óòâåðæäåíèå 14.5. Åñëè åñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé

Rn ⊃Mn−k : {Fi(x1, . . . , xn) = 0, 1 ≤ i ≤ k ≤ n,

ôóíêöèè Fi � ãëàäêèå, è ðàíã ìàòðèöû ßêîáè rk

(
∂Fi
∂xj

)
= k, òî òîãäà Mn−k �

(n− k)-ìåðíîå ãëàäêîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü,
â êîòîðîé íóæíî íåïðåðûâíûì îáðàçîì âûáðàòü îðèåíòàöèþ áàçèñà {e1, . . . , en−k}.
Áóäåì ýòî äåëàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äîñòðîèì äàííûé áàçèñ äî áàçèñà îáúåìëþ-
ùåãî ïðîñòðàíñòâà Rn âåêòîðàìè {grad F1, . . . , grad Fk}. Ýòè âåêòîðà îðòîãîíàëüíû
âåêòîðàì áàçèñà êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

(
x1(t), . . . , xn(t)

)
= γ(t) ⊂M,

òî òîãäà
Fi(x

1(t), . . . , xn(t)) = 0 ∀t.
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Rn

P

en−k

e1

grad F1(P )
grad Fk(P )

M

TPM

Ðèñ. 14.4. Îðèåíòèðîâàííîñòü ìíîãîîáðàçèÿ â òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî t, ïîëó÷èì âûðàæåíèå

∑

j

∂Fi
∂xj

ẋj(t) = 0,

â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ñòîèò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå grad Fi ñ êàñàòåëüíûì âåêòî-
ðîì. Êðîìå òîãî, çàâèñèìîñòü ãðàäèåíòîâ îò òî÷êè ÿâëÿåòñÿ íå ïðîñòî íåïðåðûâíîé,
à ãëàäêîé. Òîãäà âûáåðåì áàçèñ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîë-
íûé áàçèñ {e1, . . . , en−k, grad F1, . . . , grad Fk} áûë áû ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí â
Rn.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ îðèåíòàöèÿ, íåïðåðûâíî çàâèñÿùàÿ îò òî÷êè. Åñëè ìû

ðàññìîòðèì â êàæäîé êàðòå áàçèñ {∂x1 , . . . , ∂xn−k , grad F1, . . . , grad Fk}, òî ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî áàçèñû {e1, . . . , en−k} è {∂x1 , . . . , ∂xn−k} ñîãëàñîâàíû òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñîãëàñîâàíû ïîëíûå áàçèñû, íàïèñàííûå ðàíåå. ×òîáû ýòî óâèäåòü
äîñòàòî÷íî âçãëÿíóòü íà ìàòðèöó ïåðåõîäà ìåæäó ïîëíûìè áàçèñàìè. Ïîñêîëüêó
ñîãëàñîâàííîñòü ïîëíûõ áàçèñîâ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò òî÷êè, òî ñîãëàñîâàííîñòü
êàñàòåëüíûõ áàçèñîâ òàêæå èìååò ìåñòî âî âñåõ òî÷êàõ îäíîâðåìåííî â îäíîé êàð-
òå.

Ñëåäñòâèå 14.1. Âñå ìàòðè÷íûå ãðóïïû, êîòîðûå áûëè ðàññìîòðåíû â êà÷åñòâå
ïðèìåðîâ, ÿâëÿþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

Ñëåäñòâèå 14.2. Åñëè âçÿòü çàâåäîìî íåîðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå, íàïðèìåð,
ñôåðó RP 2, òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé, ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîòîðîé M îêàçàëîñü áû ãîìåîìîðôíî RP 2.

Ñëåäñòâèå 14.3. Åñëè çàäàíî ìíîãîîáðàçèå M ñ êðàåì ∂M , òî îðèåíòàöèÿ ìíîãî-
îáðàçèÿ çàäà¼ò îðèåíòàöèþ íà êðàþ.

Îòìåòèì òàêæå òîò ôàêò, ÷òî ëþáîå äâóìåðíîå êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîå ìíî-
ãîîáðàçèå M2 ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Êîøè-Ðèìàíà.
Åù¼ îäíà ïîëåçíàÿ ñåðèÿ ïðèìåðîâ � ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà RP n. Ðàíåå ìû
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ïîëó÷àëè, ÷òî RP 1 ' S1, ïîýòîìó RP 1 � îðèåíòèðóåìî. Òàêæå ìû ñêàçàëè, ÷òî
RP 2 � íåîðèåíòèðóåìî. Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ RP 3. Âñïîìíèì, ÷òî RP n �
ýòî ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìû
ñòðîèëè íà í¼ì àòëàñ, à ñ äðóãîé, ìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü ýòî òîïîëîãè÷åñêè ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ñôåðó Sn ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, òîãäà êàæäàÿ
ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ýòó ñôåðó ïî ïàðå òî÷åê. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, RP n = Sn/{±x}.
Îòðåæåì îò ýòîé ñôåðû ïîëîâèíó, òîãäà ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè îñòàëèñü òîëüêî
ó òî÷åê íà ýêâàòîðå. Ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå êàê äèñê Dn, ó êîòîðîãî äèàìåò-
ðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè íà ãðàíèöå îòîæäåñòâëåíû. Ïîéì¼ì, ÿâëÿåòñÿ ëè

e1

en
e2

e1

en
e2

e1

e′n

e′2

Ðèñ. 14.5. Èçìåíåíèå îðèåíòàöèè áàçèñà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó äèñêà.

îí îðèåíòèðîâàííûì èëè íåò. Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè ïåðåíîñå îðèåíòà-
öèè âäîëü ïóòåé. Äëÿ ïóòåé, ëåæàùèõ âíóòðè è íå äîõîäÿùèõ äî ãðàíèöû äèñêà,
îðèåíòàöèÿ íå èçìåíèòñÿ. Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âäîëü ïóòè, êîòîðûé âû-
øåë íà ãðàíèöó äèñêà íàáëþäàåòñÿ ñìåíà îðèåíòàöèè áàçèñà. Ýòî ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ïðåîáðàçîâàíèå îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà, ìàòðèöà êîòîðîãî ðàâíà
−E. Ïîýòîìó îðèåíòàöèÿ îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà ñîõðàíÿåòñÿ òîãäà, êîãäà åãî
ðàçìåðíîñòü ÷¼òíà. Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî RP 3 �
îðèåíòèðóåìî, òàê êàê åãî îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî � ýòî R4.
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