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Ãëàâà 1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

�1. Ðåãóëÿðíûå è ñèíãóëÿðíûå âîçìóùåíèÿ

Ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è.
Çàäà÷à A0 : L0u = f0 � íåâîçìóùåííàÿ çàäà÷à (óïðîùåííàÿ ìîäåëü),

L0 � çàäàííûé îïåðàòîð, f0� çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, u = u(x), x ∈ D �
èñêîìàÿ ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à Aε : L0u+εL1u = f0 +εf1 � çàäà÷à ñ âîçìóùåíèÿìè îïåðàòîðà
(εL1) è ïðàâîé ÷àñòè (εf1) (ðàñøèðåííàÿ ìîäåëü), ε � ìàëûé ïàðàìåòð,
â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì ε > 0.

Ïóñòü u = u0(x) � ðåøåíèå çàäà÷è A0, u = uε(x) � ðåøåíèå çàäà÷è Aε,

x ∈ D, u = (u1, . . . , un) � âåêòîð-ôóíêöèÿ, ||u|| =
√
u2

1 + u2
2 + · · ·+ u2

n.

Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷à Aε íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíî âîçìóùåííîé, åñëè

sup
x∈D
||uε(x)− u0(x)|| → 0 ïðè ε→ 0 .

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàäà÷à Aε íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé.

Ïðîñòûå ïðèìåðû.

Ïðèìåð 1.

Aε :
du

dx
= −u+ εx, x ∈ [0, 1]; u(0) = 1;

A0 :
du

dx
= −u, x ∈ [0, 1]; u(0) = 1.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ýòèõ çàäà÷:

Aε : uε(x) = (1 + ε)e−x + ε(x− 1);

A0 : u0(x) = e−x.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

sup
x∈[0,1]

||uε(x)− u0(x)|| = ε max
x∈[0,1]

|e−x + x− 1| = εe−1 → 0 ïðè ε→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à Aε � ðåãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå íà ïðîìåæóòêå [0, 1

ε ],
òî sup

x∈[0, 1ε ]

||uε(x)− u0(x)|| = O(1), è çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìó-

ùåííîé.
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Ïðèìåð 2.

Aε : ε
du

dx
= −u+ x, x ∈ [0, 1]; u(0) = 1;

A0 : 0 = −u+ x . .

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ýòèõ çàäà÷:

Aε : uε(x) = (1 + ε)e−
x
ε + x− ε;

A0 : u0(x) = x.

Ðèñ. 1.1

Î÷åâèäíî, sup
x∈[0,1]

||uε(x) − u0(x)|| = max
x∈[0,1]

|(1 + ε)e−
x
ε − ε| = 1 6→ 0

ïðè ε → 0, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à Aε � ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ. Íà
ðèñóíêå 1.1 âèäíî, ÷òî uε(x) áëèçêî ê u0(x) âíå δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè
x = 0, à δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè x = 0 íàçûâàåòñÿ ïîãðàíè÷íûì ñëîåì.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà � ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåíèÿ ê uε(x), ïðèãîäíîãî
âî âñåé îáëàñòè, ò.å. ïðè 0 ≤ x ≤ 1.

Îáîáùåíèåì ïðèìåðà 2 ÿâëÿåòñÿ òèõîíîâñêàÿ ñèñòåìà

ε
dz

dx
= F (x, y, z, ε),

dy

dx
= f(x, y, z, ε), x ∈ [0, X] ;

z(0, ε) = z0, y(0, ε) = y0 .

Îíà áóäåò îäíèì èç ãëàâíûõ îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ.

�2. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ ïî ïàðà-

ìåòðó. Àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä.

Ïóñòü uε(x), x ∈ D � ðåøåíèå çàäà÷è Aε; D1 � ïîäîáëàñòü
îáëàñòè D (â ÷àñòíîñòè, D1 = D), ôóíêöèÿ U(x, ε) îïðåäåëåíà â D1.
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Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ U(x, ε) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì
ïðèáëèæåíèåì äëÿ uε(x) â D1, åñëè

sup
x∈D1

||uε(x)− U(x, ε)|| → 0 ïðè ε→ 0 .

Åñëè ïðè ýòîì sup
x∈D1

||uε(x)− U(x, ε)|| = O(εk), òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíê-

öèÿ U(x, ε) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ uε(x) â D1 ñ
òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà εk.

Çàïèñü α(ε) = O(εk) îçíà÷àåò, ÷òî ∃ ÷èñëà c > 0 è ε0 > 0, òàêèå, ÷òî
ïðè 0 < ε ≤ ε0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ||α(ε)|| ≤ cεk.

Â ïðèìåðå 1 ôóíêöèÿ U = u0(x) � àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå
äëÿ uε(x) c òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà ε íà âñåì îòðåçêå D = [0, 1], à â ïðèìåðå
2 ôóíêöèÿ U = u0(x) äàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ uε(x) ñ
òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà ε íå íà âñåì îòðåçêå D = [0, 1], à òîëüêî íà îòðåçêå
D1 = [δ, 1], ò.å. âíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.

Ïîä àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäîì ïîíèìàåòñÿ òîò èëè èíîé ñïîñîá
ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ U(x, ε) äëÿ ðåøåíèÿ uε(x)
çàäà÷è Aε. Êàê ïðàâèëî, ïîñòðîåíèå U(x, ε) ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ðå-
øåíèÿ áîëåå ïðîñòûõ çàäà÷, ÷åì èñõîäíàÿ çàäà÷à Aε. ×èñëåííûå è àñèìï-
òîòè÷åñêèå ìåòîäû � ýòî ðàçíûå ìåòîäû. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ îíè ýôôåê-
òèâíî äîïîëíÿþò äðóã äðóãà.

Î÷åíü ÷àñòî äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ
uε(x) çàäà÷è Aε ñòðîèòñÿ ðÿä ïî ñòåïåíÿì ε

∞∑
k=0

εkuk(x, ε) (1)

(ãäå uk(x, ε) � îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè), òàêîé, ÷òî n -àÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà
ðÿäà

Un(x, ε) =
n∑
k=0

εkuk(x, ε), n = 1, 2, . . .

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ ðåøåíèÿ uε(x) â îáëàñòè
D ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà εn+1, ò.å. ïðè ε→ 0

sup
x∈D
||uε(x)− Un(x, ε)|| = O(εn+1) . (2)

Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî ñèìâîë O(εn+1) îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà c = c(n) è ε0 = ε0(n) òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì
ε ∈ (0, ε0] âåðíî íåðàâåíñòâî

|O(εn+1)| ≤ cεn+1 .
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Îïðåäåëåíèå. Ðÿä (1), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (2), íàçûâàåò-
ñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðÿäîì äëÿ ôóíêöèè uε(x) (èëè àñèìïòîòè÷åñêèì
ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè uε(x)) ïðè ε→ 0 â îáëàñòè D.

Àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä � ýòî, êàê ïðàâèëî, ñïîñîá (àëãîðèòì) ïî-
ñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà äëÿ ðåøåíèÿ uε(x) çàäà÷è Aε.

Îòìåòèì âàæíûé ìîìåíò: àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä (1) ìîæåò íå ñõî-
äèòüñÿ ê ôóíêöèè uε(x) è äàæå ìîæåò áûòü ðàñõîäÿùèìñÿ. Â ñàìîì
äåëå, ñõîäèìîñòü ðÿäà (1) ê ôóíêöèè uε(x) â îáëàñòè D îçíà÷àåò, ÷òî

∀x ∈ D : ||uε(x)− Un(x, ε)|| → 0 ïðè n→∞ . (3)

Àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä (1) ïî îïðåäåëåíèþ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2),
ò.å. äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c > 0 è ε0 > 0 òàêèå, ÷òî ïðè
0 < ε ≤ ε0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

sup
x∈D
||uε(x)− Un(x, ε)|| ≤ cεn+1 . (4)

Õîòÿ ñîìíîæèòåëü εn+1 â ïðàâîé ÷àñòè (4) ñòðåìèòñÿ ó íóëþ ïðè
n → ∞ (åñëè 0 < ε < 1), òåì íå ìåíåå, èç íåðàâåíñòâà (4) íå ñëåäóåò
óñëîâèå (3), ïîñêîëüêó c = c(n) çàâèñèò îò n, è ýòà çàâèñèìîñòü ìîæåò
áûòü òàêîé, ÷òî c(n)εn+1 íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞.

Ïðèâåäåì ïðèìåð àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà âèäà (1), êîòîðûé ðàñõî-
äèòñÿ. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (ε > 0)

ε
du

dx
= − u

x2
− 1

x
. (5)

Áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèå â âèäå ðÿäà

u =
∞∑
k=0

εkuk(x) .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðÿä â óðàâíåíèå (5), ïîëó÷àåì:

ε(u′0 + εu′1 + · · ·+ εk−1u′k−1 + . . . ) =

= − 1

x2
(u0 + εu1 + · · ·+ εkuk + . . . )− 1

x
.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε â îáåèõ ÷àñòÿõ
ðàâåíñòâà, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì

0 = −u0

x2
− 1

x
, u′0 = −u1

x2
, u′1 = −u2

x2
, . . . , u′k−1 = −uk

x2
, . . . ,
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îòêóäà ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì êîýôôèöèåíòû èñêîìîãî ðÿäà:

u0 = −x, u1 = x2, u2 = −(2!)x3, . . . ,

uk = (−1)k+1(k!)xk+1, . . . .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ðÿä

∞∑
k=0

εk(−1)k+1(k!)xk+1 , (6)

êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ ïðè ε > 0 âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå x = 0.
Òåì íå ìåíåå, ýòîò ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä, êàê îêàçûâàåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêèì ðÿäîì äëÿ íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) íà ïðî-
ìåæóòêå 0 ≤ x ≤ a, ãäå a � ëþáîå ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Óáåäèìñÿ â ýòîì.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) èìååò âèä:

u = c exp
( 1

εx

)
−
( x∫

0

1

εt
exp

(
− 1

εx

)
dt
)

exp
( 1

εx

)
.

Âîçüìåì ÷àñòíîå ðåøåíèå ïðè c = 0:

uε(x) = −
( x∫

0

1

εt
exp

(
− 1

εt

)
dt
)

exp
( 1

εx

)
.

Èíòåãðèðóÿ íåñêîëüêî ðàç ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì:

uε(x) = −
( x∫

0

t · d exp
(
− 1

εt

))
exp

( 1

εx

)
=

= −
[
t exp

(
− 1

εt

)]x
+0
· exp

( 1

εx

)
+
( x∫

0

exp
(
− 1

εt

)
dt
)

exp
( 1

εx

)
=

= −x+
( x∫

0

εt2 · d exp
(
− 1

εt

))
exp

( 1

εx

)
=

= −x+ εx2 −
( x∫

0

2εt exp
(
− 1

εt

)
dt
)

exp
( 1

εx

)
=

= −x+ εx2 − 2ε2x3 + ε2

x∫
0

6t2 exp
(
− 1

εt
+

1

εx

)
dt.
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Òàê êàê exp
(
− 1

εt
+

1

εx

)
≤ 1 ïðè 0 < t ≤ x, òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå

â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íå ïðåâîñõîäèò

ε2

x∫
0

6t2 dt = 2ε2x3 ≤ 2ε2a3 = O(ε2).

Òàêèì îáðàçîì,

uε(x) = −x+ εx2 +O(ε2), 0 ≤ x ≤ a.

Ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïðèõîäèì ê
ðàâåíñòâó

uε(x) = −x+ εx2 − 2ε2x3 + · · ·+ εn(−1)n+1(n!)xn+1 +O(εn+1) =

=
n∑
k=0

εk(−1)k+1(k!)xk+1 +O(εn+1).

Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä (6) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (2), è çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðÿäîì ïðè ε → 0
äëÿ ðåøåíèÿ uε(x) óðàâíåíèÿ (5) íà ïðîìåæóòêå 0 ≤ x ≤ a.

�3. Ôîðìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Aε : Lεu := L0u+ εL1u− (f0 + εf1) = 0, x ∈ D .

Ïóñòü ôóíêöèÿ U(x, ε) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

LεU = δ(x, ε),

ãäå
sup
x∈D
||δ(x, ε)|| → 0 ïðè ε→ 0.

Ôóíêöèÿ δ(x, ε) íàçûâàåòñÿ íåâÿçêîé, à ïðî ôóíêöèþ U(x, ε)
ãîâîðÿò, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è Aε ïî
íåâÿçêå.

Ôóíêöèþ U(x, ε) íàçûâàþò òàêæå ôîðìàëüíîé àñèìïòîòèêîé. Âî
ìíîãèõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷àõ ñíà÷àëà ñòðîÿò ðÿä (1), êî-
òîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: åãî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà Un(x, ε) ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è ïî íåâÿçêå, ïðè÷åì íåâÿçêà δn(x, ε) =
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O(εn+1), à çàòåì äîêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå uε(x) çà-
äà÷è Aε, äëÿ êîòîðîãî ðÿä (1) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðÿäîì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, âàæíûé ìîìåíò: èç òîãî, ÷òî

LεU = δ(x, ε)→ 0 ïðè ε→ 0

íå ñëåäóåò, ÷òî U(x, ε) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ
ðåøåíèÿ uε(x) çàäà÷è Aε. Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

Aε : Lεu := ε
du

dx
− u− εn = 0, 0 ≤ x ≤ a; u(0, ε) = 0,

òî÷íîå ðåøåíèå êîòîðîé uε(x) = εn · e
x
ε − εn.

Ôóíêöèÿ U(x, ε) = 0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì ïî íåâÿç-
êå (ôîðìàëüíîé àñèìïòîòèêîé), òàê êàê

LεU = ε
dU

dx
− U − εn = −εn → 0 ïðè ε→ 0 ,

ïðè÷åì íåâÿçêà δ = O(εn).
Âìåñòå ñ òåì,

uε(x)− U(x, ε) = εn · e
x
ε − εn → ∞

ïðè ε → 0 ïðè âñåõ x > 0, ò.å. íè íà êàêîì ïðîìåæóòêå 0 < x ≤ a
ôóíêöèÿ U(x, ε) = 0 íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ
ðåøåíèÿ uε(x) çàäà÷è Aε.
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Ãëàâà 2. Çàäà÷à Êîøè äëÿ òèõîíîâñêîé

ñèñòåìû

�1. Òåîðåìà Òèõîíîâà

Ðàññìîòðèì òèõîíîâñêóþ ñèñòåìó [1]:

ε
dz

dx
= F (x, y, z, ε),

dy

dx
= f(x, y, z, ε), 0 ≤ x ≤ X ; (1)

z(0, ε) = z0, y(0, ε) = y0, (2)

ãäå ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð. Â ðàáîòå À.Í. Òèõîíîâà z è y � âåêòîð-
ôóíêöèè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Ìû ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòîé ñëó-
÷àé, êîãäà z è y � ñêàëÿðíûå ôóíêöèè.

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

Óñëîâèå 1. F , f � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè â
íåêîòîðîé îáëàñòè.

Óñëîâèå 2. Óðàâíåíèå

F (x, y, z, 0) = 0 (3)

èìååò èçîëèðîâàííûé êîðåíü z = ϕ(x, y).

Óñëîâèå 3. Íà÷àëüíàÿ çàäà÷à

dy

dx
= f(x, y, ϕ(x, y), 0), 0 ≤ x ≤ X; y(0) = y0 (4)

èìååò ðåøåíèå y = ȳ(x).
Ñèñòåìà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç (1), ïðè ε = 0, íàçûâàåòñÿ âûðîæ-

äåííîé; â ñèëó óñëîâèé (2) è (3) îíà èìååò ðåøåíèå y = ȳ(x), z =
ϕ(x, ȳ(x)) =: z̄(x)

Óñëîâèå 4. Ïóñòü

F̄z(x) := Fz(x, ȳ(x), z̄(x), 0) < 0, x ∈ [0, X] .

Ðàññìîòðèì ïðèñîåäèíåííîå (ïî òåðìèíîëîãèè À.Í. Òèõîíîâà) óðàâ-
íåíèå

dz̃

dτ
= F (0, y0, z̃, 0), τ ≥ 0. (5)

Â ñèëó óñëîâèÿ 2 óðàâíåíèå (5) èìååò òî÷êó ïîêîÿ (ò.å. ðåøåíèå,
íå çàâèñÿùåå îò τ ) z̃ = ϕ(0, y0) , à â ñèëó óñëîâèÿ 4 ýòà òî÷êà ïîêîÿ
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ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé ïðè τ → ∞, ò.å. åñëè çàäàòü äëÿ
z̃(τ) íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïðè τ = 0, äîñòàòî÷íî áëèçêîå ê òî÷êå ïîêîÿ
ϕ(0, y0), òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) ñ ýòèì íà÷àëüíûì óñëîâèåì îñòàíåòñÿ
áëèçêèì ê ϕ(0, y0) ïðè τ > 0 è, áîëåå òîãî, áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê ϕ(0, y0)
ïðè τ →∞:

lim
τ→∞

z̃(τ) = ϕ(0, y0). (6)

Çàäàäèì äëÿ z̃(τ) íà÷àëüíîå óñëîâèå

z̃(0) = z0. (7)

Çàäàííîå ÷èñëî z0 ìîæåò áûòü íå áëèçêèì ê òî÷êå ïîêîÿ ϕ(0, y0). Ïî-
ýòîìó, ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è (5), (7) óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ (6), íóæíî
ââåñòè ñîîòâåòñòâóþùåå òðåáîâàíèå.

Óñëîâèå 5. Íà÷àëüíàÿ çàäà÷à

dz̃

dτ
= F (0, y0, z̃, 0), τ ≥ 0; z̃(0) = z0 (8)

èìååò ðåøåíèå z̃(τ), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (6):

lim
τ→∞

z̃(τ) = ϕ(0, y0) .

Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå z0 ïðèíàäëåæèò
îáëàñòè âëèÿíèÿ òî÷êè ïîêîÿ z̃ = ϕ(0, y0) óðàâíåíèÿ (5) (ñì. ðèñ.2.1).

Ðèñ. 2.1

Ïóñòü F (0, y0, z̃, 0) = 0 ïðè z̃ = z1, z̃ = ϕ(y0, 0), z̃ = z2, à â
ïðîìåæóòêàõ ìåæäó êîðíÿìè F (0, y0, z̃, 0) èìååò çíàêè, óêàçàííûå íà
ðèñóíêå 2.1. Òîãäà îáëàñòüþ âëèÿíèÿ òî÷êè ïîêîÿ ϕ(y0, 0) ÿâëÿåòñÿ
èíòåðâàë z1 < z̃ < z2.
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Òåîðåìà Òèõîíîâà (î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå).
Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1�5, òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε çàäà÷à

(1), (2) èìååò ðåøåíèå z(x, ε), y(x, ε), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ïðå-
äåëüíûì ðàâåíñòâàì

lim
ε→0

z(x, ε) = z̄(x), 0 < x ≤ X ;

lim
ε→0

y(x, ε) = ȳ(x), 0 ≤ x ≤ X .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òèõîíîâà ïðèâåäåíî â [2]. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ
èëëþñòðàöèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.2.

Ðèñ. 2.2

�2. Ìåòîä À.Á. Âàñèëüåâîé

Ñîõðàíèì óñëîâèÿ 2 - 5 òåîðåìû Òèõîíîâà, à óñëîâèå 1 óñèëèì òàê:
1′. Ôóíêöèè F è f ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè â íåêîòîðîé îá-

ëàñòè.
Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå çàäà÷è (1), (2) áóäåì ñòðîèòü â âèäå

z = z̄(x, ε) + Πz(τ, ε), y = ȳ(x, ε) + Πy(τ, ε) , (9)

ãäå

z̄(x, ε) =
∞∑
i=0

εiz̄i(x), ȳ(x, ε) =
∞∑
i=0

εiȳi(x) (10)

� ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòèêè,

Πz(τ, ε) =
∞∑
i=0

εiΠiz(τ), Πy(τ, ε) =
∞∑
i=0

εiΠiy(τ) (11)

� ïîãðàíñëîéíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòèêè, τ =
x

ε
� ïîãðàíñëîéíàÿ ïåðå-

ìåííàÿ.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ (9) (10) ïîäñòàâèì âûðàæå-
íèÿ äëÿ z è y â ñèñòåìó (1) è ïðåäñòàâèì ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé â
âèäå

F
(
x, ȳ + Πy, z̄ + Πz, ε

)
= F̄ + ΠF, f

(
x, ȳ + Πy, z̄ + Πz, ε

)
= f̄ + Πf ,

ãäå
F̄ = F

(
x, ȳ(x, ε), z̄(x, ε)

)
,

ΠF = F
(
ετ, ȳ(ετ, ε) + Πy(τ, ε), z̄(ετ, ε) + Πz(τ, ε), ε

)
−

−F
(
ετ, ȳ(ετ, ε), z̄(ετ, ε), ε

)
,

à ôóíêöèè f̄ è Πf èìåþò âûðàæåíèÿ, àíàëîãè÷íûå F̄ è ΠF .
Ñèñòåìà (1) çàïèøåòñÿ â âèäå:

ε
dz̄

dx
+
dΠz

dτ
= F̄ + ΠF,

dȳ

dx
+

1

ε

dΠy

dτ
= f̄ + Πf .

Ïðèðàâíÿåì îòäåëüíî â ýòèõ óðàâíåíèÿ ÷ëåíû, çàâèñÿùèå îò x è îò τ .
Ïîëó÷èì äâå ñèñòåìû:

ε
dz̄

dx
= F̄ ,

dȳ

dx
= f̄ , 0 ≤ x ≤ X (12)

è
dΠz

dτ
= ΠF,

dΠy

dτ
= εΠf, τ ≥ 0 . (13)

Ïîäñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèÿ (10) è (11) äëÿ ðÿäîâ z̄, ȳ è Πy,Πz è,
ðàçëîæèâ ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ε, áóäåì ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïðèðàâíèâàòü êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε â
îáåèõ ÷àñòÿõ êàæäîãî óðàâíåíèÿ. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè èç (12) ïîëó-
÷èì ñèñòåìó:

0 = F
(
x, ȳ0(x), z̄0(x), 0

)
,

dȳ0(x)

dx
= f

(
x, ȳ0(x), z̄0(x), 0

)
, (14)

à èç (13) � ñèñòåìó

dΠ0y

dτ
= 0 ,

dΠ0z

dτ
= F

(
0, ȳ0(0) + Π0y, z̄0(0) + Π0z, 0

)
− F

(
0, ȳ0(0), z̄0(0), 0

)
,

(15)

Âûðàæåíèÿ (9) äëÿ z è y ïîäñòàâèì òàêæå â íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (2):

z̄(0, ε) + Πz(0, ε) = z0, ȳ(0, ε) + Πy(0, ε) = y0. (16)
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Ñíîâà çàìåíèì ñëàãàåìûå â ëåâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ðàâåíñòâ ðÿäàìè (10),
(11) è áóäåì ïðèðàâíèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíî êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíà-
êîâûõ ñòåïåíÿõ ìàëîãî ïàðàìåòðà ε â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ. Â íóëåâîì
ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì:

z̄0(0) + Π0(0) = z0, ȳ0(0) + Π0y(0) = y0 . (17)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÷åòûðåõ èñêîìûõ ôóíêöèé íóëåâîãî ïðèáëèæå-
íèÿ z̄0(x), ȳ0(x), Π0z(τ), Π0y(τ) ìû èìååì ÷åòûðå óðàâíåíèÿ (14),
(15), ïðè÷åì òðè óðàâíåíèÿ èç ýòèõ ÷åòûðåõ � äèôôåðåíöèàëüíûå, à îä-
íî � êîíå÷íîå, è äâà ðàâåíñòâà (17), ñâÿçûâàþùèå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ
èñêîìûõ ôóíêöèé.

×òîáû óñòðàíèòü íåñîîòâåòñòâèå ìåæäó ÷èñëîì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è ÷èñëîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé, äîáàâèì óñëîâèå

Π0y(∞) = 0 . (18)

Òåïåðü èç ñèñòåì óðàâíåíèé (14), (15) è óñëîâèé (17), (18) ìîæíî
ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëèòü âñå ÷ëåíû àñèìïòîòèêè íóëåâîãî ïîðÿäêà.
Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (15) ñ óñëîâèåì (18) íàõîäèì

Π0y(τ) = 0, τ ≥ 0 .

Â ÷àñòíîñòè, Π0y(0) = 0, ïîýòîìó èç âòîðîãî ðàâåíñòâà (17) ïîëó÷àåì
íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ôóíêöèè ȳ0(x):

ȳ0(0) = y0 . (19)

Â ñèëó óñëîâèé 2 è 3 ñèñòåìà (14), (19) èìååò ðåøåíèå, ñîâïàäàþùåå
ñ ðåøåíèåì z̄(x), ȳ(x) âûðîæäåííîé ñèñòåìû:

ȳ0(x) = ȳ(x), z̄0(x) = ϕ
(
x, ȳ(x)

)
.

Òàê êàê ôóíêöèè Π0y(τ), ȳ0(x), z̄0(x) óæå îïðåäåëåíû, à â ñèëó ïåð-
âîãî óðàâíåíèÿ (14) F

(
0, ȳ0(0), z̄0(0), 0

)
= 0, òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

(15) è ïåðâîãî ðàâåíñòâà (17) ïîëó÷àåì íà÷àëüíóþ çàäà÷ó äëÿ Π0z(τ):

dΠ0z

dτ
= F

(
0, ȳ0(0), z̄0(0) + Π0z, 0

)
, τ ≥ 0 ; Π0z(0) = z0 − z̄0(0) .

Çàìåíà ïåðåìåííîé Π0z = z̃− z̄0(0) ñâîäèò ýòó çàäà÷ó ê çàäà÷å (8),
îòêóäà â ñèëó óñëîâèÿ 5 òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò,
à â ñèëó íåðàâåíñòâà F̄z(0) < 0 (ñì. óñë. 4) èìååò ýêïîíåíöèàëüíóþ
îöåíêó ∣∣Π0z(τ)

∣∣ ≤ c e−κτ , τ ≥ 0 . (20)
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Áóêâàìè c è κ çäåñü è â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àþòñÿ ïîäõîäÿùèå ïîëîæè-
òåëüíûå ÷èñëà, íå çàâèñÿùèå îò ε.

Äîêàæåì îöåíêó (20). Çàïèøåì óðàâíåíèå (15) äëÿ Π0z(τ) â âèäå

dΠ0z

dτ
= Fz

(
0, ȳ0(0), z̄0(0) + θΠ0z(τ), 0

)
· Π0z , τ ≥ 0 ,

ãäå 0 < θ < 1.
Òàê êàê z̃(τ) = Π0z(τ) + z̄0(0) → ϕ(y0, 0) = z̄0(0) ïðè τ →∞, òî

Π0z(τ)→ 0 ïðè τ →∞, à ïîñêîëüêó F̄z(0) := Fz
(
0, ȳ0(0), z̄0(0), 0

)
< 0

â ñèëó óñëîâèÿ 4, òî F̄z(0) = −2κ < 0, è ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîå,
÷òî

Fz
(
0, ȳ0(0), z̄0(0) + θΠ0z(τ), 0

)
=: Fz(τ) < −κ ,

åñëè |Π0z(τ)| ≤ δ.
Ïîñêîëüêó Π0z(τ)→ 0 ïðè τ →∞ , òî äëÿ óêàçàííîãî δ íàéäåòñÿ

τ0 > 0, òàêîå, ÷òî |Π0z(τ)| ≤ δ ïðè τ ≥ τ0 , è, çíà÷èò, Fz(τ) < −κ
ïðè τ ≥ τ0.

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå äëÿ Π0z(τ) ïðè τ ≥ τ0 , ïîëó÷àåì

Π0z(τ) = Π0z(τ0) · exp
( τ∫
τ0

Fz(s) ds
)
, τ ≥ τ0 ,

îòêóäà ñëåäóåò îöåíêà

|Π0z(τ)| ≤ δe−κ(τ−τ0) =
[
δeκτ0

]
· e−κτ ≤

≤
[
|z0 − z̄0(0)|eκτ0

]
· e−κτ , τ ≥ τ0 . (20′)

Ïðè 0 ≤ τ ≤ τ0 èìååì:∣∣Π0z(τ)
∣∣ ≤ ∣∣z0− z̄0(0)

∣∣ ≤ [|z0− z̄0(0)|eκτ0
]
·e−κτ , 0 ≤ τ ≤ τ0 . (20′′)

Îáîçíà÷èâ ÷èñëî |z0− z̄0(0)| ·eκτ0 áóêâîé c, èç (20′) è (20′′) ïîëó÷àåì
îöåíêó (20): ∣∣Π0z(τ)

∣∣ ≤ c e−κτ , τ ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ÷ëåíû íóëåâîãî ïîðÿäêà ðÿäîâ (10) è (11) îïðåäåëåíû.
Ïóñòü îïðåäåëåíû âñå ÷ëåíû ðÿäîâ (10) è (11) ñ íîìåðàìè 0, 1, ..., k−1.

Òîãäà äëÿ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè k�ãî ïîðÿäêà, ò.å. äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè
εk ðÿäîâ (10) è (11), èç ñèñòåì (12) è (13) ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ

dz̄k−1

dx
= F̄y(x)ȳk(x) + F̄z(x)z̄k(x) + Fk(z) , (21)
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dȳk
dx

= f̄y(x)ȳk(x) + f̄z(x)z̄k(x) + fk(x) , (22)

dΠkz

dτ
= Fy(τ)Πky + Fz(τ)Πkz + gk(τ) , (23)

dΠky

dτ
= Πk−1f(τ) , (24)

ãäå F̄y(x) := Fy
(
x, ȳ0(x), z̄0(x), 0

)
è àíàëîãè÷íûé ñìûñë èìåþò îáîçíà-

÷åíèÿ F̄z(x), f̄y(x), f̄z(x).
Ôóíêöèè Fk(x) è fk(x) âûðàæàþòñÿ ðåêóððåíòíî ÷åðåç ȳi(x)

è z̄i(x) ñ íîìåðàìè i ≤ k − 1, Fy(τ) := Fy
(
0, y0, z̄0(0) + Π0z(τ), 0

)
,

Fz(τ) := Fz
(
0, y0, z̄0(0) + Π0z(τ), 0

)
, à ôóíêöèè gk(τ) è Πk−1f(τ)

ðåêóððåíòíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç Πiy(τ), Πiz(τ) ñ íîìåðàìè i ≤ k− 1.
Èç ðàâåíñòâ (16) â k�îì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì:

z̄k(0) + Πkz(0) = 0, ȳk(0) + Πky(0) = 0. (25)

Êàê è â ñëó÷àå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ äîáàâèì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå

Πky(∞) = 0. (26)

Òåïåðü ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëèòü ôóíêöèè k-ãî ïðèáëè-
æåíèÿ â òàêîì æå ïîðÿäêå, êàê ýòî äåëàëîñü â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè.
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè Πiy(τ) è Πiz(τ) ñ
íîìåðàìè i ≤ k − 1 èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè òèïà (20), òî
ôóíêöèè gk(τ) è Πk−1f(τ) èìåþò òàêèå æå îöåíêè.

Èç óðàâíåíèÿ (24) ñ óñëîâèåì (26) íàõîäèì

Πky(τ) =

τ∫
∞

Πk−1f(s) ds, (27)

è òàê êàê Πk−1f(τ) èìååò îöåíêó òèïà (20), òî òàêóþ æå îöåíêó èìååò,
î÷åâèäíî, Πky(τ).

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñèñòåìå (21),(22). Â ñèëó óñëîâèÿ 4 F̄z(x) 6= 0,
ïîýòîìó èç óðàâíåíèÿ (21) ìîæíî âûðàçèòü z̄k (÷åðåç ȳk è x) è ïîäñòà-
âèòü â óðàâíåíèå (22). Ïîëó÷èì ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî èñêîìîé ôóíêöèè ȳk(x)

dȳk
dx

= A(x)ȳk + hk(x), x ∈ [0, X] , (28)

ãäå A(x) = f̄y(x)− f̄z(x)F̄−1
z (x)F̄y(x), hk(x) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.
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Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ȳk(x) ñëåäóåò èç âòîðîãî ðàâåíñòâà (25),
ïîñêîëüêó Πky(0) óæå îïðåäåëåíî:

ȳk(0) = −Πky(0) . (29)

Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ(28) íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (28), (29) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è òåì ñàìûì ôóíêöèè ȳk(x) è z̄k(x) îïðåäåëåíû.
Ðåøåíèå çàäà÷è (28), (29) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ȳk(x) = −H(x)Πky(0) +H(x)

x∫
0

H−1(s)hk(s) ds ,

ãäå H(x) = exp
( x∫

0

A(s) ds
)
.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå âûðàæåíèå (27) äëÿ Πky(τ) â ïðàâóþ ÷àñòü
(23), ïðèõîäèì ê ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëü-
íî èñêîìîé ôóíêöèè Πkz(τ):

dΠkz

dτ
= Fz(τ)Πkz + g̃k(τ), τ ≥ 0 , (30)

ãäå g̃k(τ) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó òèïà
(20). Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ Πkz(τ) ñëåäóåò èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà (25):

Πkz(0) = −z̄k(0) . (31)

Ðåøåíèå çàäà÷è (30), (31) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Πkz(τ) = −Φ(τ)z̄k(0) + Φ(τ)

τ∫
0

Φ−1(s)g̃k(s) ds , (32)

ãäå Φ(τ) = exp
( τ∫

0

Fz(s) ds
)
.

Òàê êàê

Fz(τ) = Fz
(
0, y0, z̄0(0) + Π0z(τ), 0

)
= Fz

(
0, y0, z̄0(0), 0

)
+ F ∗zz · Π0z(τ) ,

à Fz
(
0, y0, z̄0(0), 0

)
= F̄z(0) < −κ â ñèëó óñëîâèÿ 4, òî

Φ(τ) ≤ exp
( τ∫

0

(
− κ + c1|Π0z(s)|

)
ds
)
≤
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≤ e−κτ ·exp
(
c2

τ∫
0

e−κsds
)
≤ e−κτ ·e

c2
κ = c e−κτ , τ ≥ 0 , (33′)

è àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

Φ(τ)Φ−1(s) ≤ ce−κ(τ−s), 0 ≤ s ≤ τ . (33′′)

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (32) è îöåíêè (33), íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî
Πkz(τ) èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó òèïà (20).

Èòàê, ïîëüçóÿñü îïèñàííûì àëãîðèòìîì À.Á. Âàñèëüåâîé, ìîæíî ïî-
ñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëèòü ÷ëåíû ðÿäîâ (10) è (11) äî ëþáîãî íîìåðà n
âêëþ÷èòåëüíî. Ïðè ýòîì âñå ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè èìåþò ýêñïîíåíöè-
àëüíûå îöåíêè.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì n-ãî ïîðÿäêà ïîñòðîåííûõ
ðÿäîâ (9):

Zn(x, ε) =
n∑
i=0

εi
(
z̄i(x) + Πiz(

x

ε
)
)

Yn(x, ε) =
n∑
i=0

εi
(
ȳi(x) + Πiy(

x

ε
)
)

Òåîðåìà Âàñèëüåâîé. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 ′, 2�5, òî äëÿ
ðåøåíèÿ z(x, ε), y(x, ε) çàäà÷è (1), (2) ïîñòðîåííûå ðÿäû (9) ÿâëÿ-
þòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ïðè ε→ 0, ò.å. äëÿ ëþáîãî n ñïðàâåäëèâû
àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà:

z(x, ε) = Zn(x, ε) +O(εn+1), y(x, ε) = Yn(x, ε) +O(εn+1), x ∈ [0, X] .

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî n íàéäóòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà
εn, cn , òàêèå, ÷òî äëÿ 0 < ε < εn è 0 ≤ x ≤ X âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà:

max
[0,X]
|z(x, ε)− Zn(x, ε)| ≤ cnε

n+1, max
[0,X]
|y(x, ε)− Yn(x, ε)| ≤ cnε

n+1 .

Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âàñèëüåâîé ïðèâåäåíî â [2].
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Çàäà÷è.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä À.Á. Âàñèëüåâîé, ïîñòðîéòå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðè-
áëèæåíèå ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà O(ε2) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è:

Çàäà÷à 2.2.1
ε
dz

dx
= z2 − y2,

dy

dx
= z, 0 ≤ x ≤ a,

z(0, ε) = 0, y(0, ε) = 1;

Çàäà÷à 2.2.2
ε
dz

dx
= z2 − y2,

dy

dx
= z, 0 ≤ x ≤ a,

z(0, ε) = 0, y(0, ε) = −1;

Çàäà÷à 2.2.3
ε
dz

dx
= z2 − y2,

dy

dx
= y + z, 0 ≤ x ≤ a,

z(0, ε) = 0, y(0, ε) = 1.

�3. Ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ

2.3.1 Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (u � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ)

du

dx
= f(x, u), 0 ≤ x ≤ a; u(0) = u0 (1)

è ïîñòàâèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè åå ðåøåíèÿ.
Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà, âõîäÿùàÿ â ó÷åáíèêè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì (ñì. íàïðèìåð, [3]), ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-
íîñòü ðåøåíèÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîé òî÷êè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð:

du

dx
= ku2, 0 ≤ x ≤ a; k = const > 0; u(0) = 1.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è

u(x) =
1

1− kx
ñóùåñòâóåò òîëüêî íà ïðîìåæóòêå 0 ≤ x < 1/k, è lim

x→1/k
u(x) = ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè a > 1/k ðåøåíèå ñóùåñòâóåò íå íà âñåì çàäàííîì
îòðåçêå 0 ≤ x ≤ a (ðèñ. 2.3).
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Ðèñ. 2.3

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, u) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â
îáëàñòè D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ a, |u − u0| ≤ b } (ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò max

D
|f(x, u)| = M).

Ïóñòü f(x, u) óäîâëåòâîðÿåò â D óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåí-
íîé u, ò.å. ∣∣f(x, u1)− f(x, u2)

∣∣ ≤ N ·
∣∣u1 − u2

∣∣ ,
ãäå N > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî.

Òîãäà íà îòðåçêå l = {0 ≤ x ≤ min
(
a,

b

M

)
} çàäà÷à (1) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ïðè áîëüøîì M îòðåçîê l ìàë, â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíî

âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ ε
du

dx
= f(x, u) äëèíà îòðåçêà l ÿâëÿåòñÿ

âåëè÷èíîé ïîðÿäêà O(ε).
Ïðèâåäåì åùå îäíó òåîðåìó, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé èìååòñÿ â ó÷åá-

íèêå [4].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, u) îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé u â ïîëîñå P =
{(x, u) : 0 ≤ x ≤ a, u ∈ R}. Òîãäà çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.

Ýòà òåîðåìà óæå íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé, îäíàêî êëàññ ôóíêöèé
f(x, u), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ òåîðåìû, âåñüìà óçîê. Íàïðèìåð,
ôóíêöèÿ f(x, u), òàêàÿ ÷òî f(x, u) = O(uα) ïðè u → ∞, α > 1,
íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû 2.

2.3.2. Ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ ×àïëûãèíà.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è (1)
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ ×àïëûãèíà [5] (äðóãîå
íàçâàíèå � ìåòîä íèæíèõ è âåðõíèõ ðåøåíèé).
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Çàïèøåì óðàâíåíèå (1) â âèäå

Lu :=
du

dx
− f(x, u) = 0 .

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ U(x) ∈ C1(0, a] ∩ C[0, a] íàçûâàåòñÿ
íèæíèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

LU =
dU

dx
(x)− f(x, U(x)) < 0 ïðè 0 < x ≤ a, U(0) < u0. (2)

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ U(x) ∈ C1(0, a] ∩ C[0, a] íàçûâàåòñÿ
âåðõíèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

LU =
dU

dx
(x)− f(x, U(x)) > 0 ïðè 0 < x ≤ a, U(0) > u0. (3)

Ïðèìåðîì ôóíêöèè èç êëàññà C1(0, a] ∩ C[0, a] ìîæåò ñëóæèòü

u(x) =
√
x, 0 ≤ x ≤ a.

Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

du

dx
=

1

2u
, 0 < x ≤ a, u(0) = 0.

Îòìåòèì ïîïóòíî, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íå åäèíñòâåííî, è èìååòñÿ
äðóãîå ðåøåíèå u2(x) = −

√
x, 0 ≤ x ≤ a.

Äîêàæåì, ÷òî

U(x) < U(x) ïðè 0 ≤ x ≤ a . (4)

Ïðè x = 0 : U(0) < U(0), òàê êàê U(0) < u0, à U(0) > u0 (ñì.
(2), (3)). Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò x0 ∈ (0, a] òàêîå, ÷òî (ñì. ðèñ. 2.4)

U(x) < U(x) ïðè 0 ≤ x < x0 , U(x0) = U(x0) .

Ðèñ. 2.4
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Òîãäà
dU

dx
(x0) ≥

dU

dx
(x0) ,

à òàê êàê
dU

dx
(x0) > f(x0, U(x0)) = f(x0, U(x0)),

òî
dU

dx
(x0) > f(x0, U(x0)), ò.å.

LU(x0) =
dU(x0)

dx
− f(x0, U(x0)) > 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (2). Ïîýòîìó U(x) < U(x) ïðè 0 ≤ x ≤ a.

Òåîðåìà 3 (×àïëûãèíà). Ïóñòü ñóùåñòâóþò íèæíåå U(x) è
âåðõíåå U(x) ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), è ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, u) óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé u â îáëàñòè D = {(x, u) :
0 ≤ x ≤ a, U(x) < u < U(x)}.

Òîãäà çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x), ïðè÷åì

U(x) < u(x) < U(x), 0 ≤ x ≤ a .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f(x, u) íà âñþ ïîëîñó
P = {(x, u) : 0 ≤ x ≤ a, u ∈ R} ñëåäóþùèì îáðàçîì: ââåäåì ôóíêöèþ

g(x, u) =


f(x, U(x)) + (u− U(x)), 0 ≤ x ≤ a, u ≤ U(x)

f(x, u), (x, u) ∈ D

f(x, U(x)) + (u− U(x)), 0 ≤ x ≤ a, u ≥ U(x) .

Ôóíêöèÿ g(x, u) íåïðåðûâíà â ïîëîñå P è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ñ ïîñòîÿííîé N1 = max(N, 1), ãäå N � ïîñòîÿííàÿ Ëèïøèöà
â îáëàñòè D. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, çàäà÷à Êîøè

du

dx
= g(x, u), 0 ≤ x ≤ a; u(0) = u0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x).
Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî äîêàçàíî íåðàâåíñòâî (4), ìîæíî äîêà-

çàòü, ÷òî u(x) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

U(x) < u(x) < U(x)), 0 ≤ x ≤ a .

Íî äëÿ çíà÷åíèé u èç èíòåðâàëà
(
U(x), U(x)

)
ôóíêöèÿ g(x, u) =

= f(x, u), ïîýòîìó ôóíêöèÿ u(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1).
Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü â çàäà÷å (1) u = (u1, . . . , un) � âåêòîð-ôóíêöèÿ,

u0 = (u0
1, . . . , u

0
n), f(x, u) =

(
f1(x, u1, . . . , un), . . . , fn(x, u1, . . . , un)

)
.

Òîãäà íèæíåå U(x) è âåðõíåå U(x) ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) îïðåäåëÿþòñÿ êàê
âåêòîð-ôóíêöèè U(x) = (U 1(x), . . . , Un(x)) è U(x) = (U 1(x), . . . , Un(x)),
óäîâëåòâîðÿþùèå ïðè i = 1, . . . , n íåðàâåíñòâàì

U i(x) < U i(x) (óïîðÿäî÷åííîñòü íèæíåãî è âåðõíåãî ðåøåíèé) ;

dU i(x)

dx
< fi

(
x, u1, . . . , ui−1, U i(x), ui+1, . . . , un

)
ïðè 0 < x ≤ a,

U j(x) ≤ uj ≤ U j(x) , j = 1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , n ;

U i(0) < u0
i ;

dU i(x)

dx
> fi

(
x, u1, . . . , ui−1, U i(x), ui+1, . . . , un

)
ïðè 0 < x ≤ a,

U j(x) ≤ uj ≤ U j(x) , j = 1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , n ;

U i(0) > u0
i .

Çàìå÷àíèå 2. Â îïðåäåëåíèÿõ íèæíåãî è âåðõíåãî ðåøåíèé äîïó-
ñòèìû íåñòðîãèå çíàêè íåðàâåíñòâ.

Çàìå÷àíèå 3. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ïðè æåëàíèè èñïîëüçîâàòü ìå-
òîä ×àïëûãèíà � êàê ïîñòðîèòü âåðõíåå è íèæíåå ðåøåíèÿ? Âî ìíîãèõ
ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷àõ ýòî óäàåòñÿ ñäåëàòü òàêèì îáðàçîì:
ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ôîðìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà (àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå
ïî íåâÿçêå), à çàòåì îíà "ïîäïðàâëÿåòñÿ"â îäíó è â äðóãóþ ñòîðîíû
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëèñü íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïðè ýòîì ðàç-
íîñòü ìåæäó âåðõíèì è íèæíèì ðåøåíèÿìè îêàçûâàåòñÿ ìàëîé âåëè÷è-
íîé (ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ ïðè ε → 0, ãäå ε - ìàëûé ïàðàìåòð çàäà÷è).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íå òîëüêî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è, íî è îáîñíîâàíèå îöåíêè ðàçíîñòè ìåæäó òî÷íûì ðåøåíèåì
çàäà÷è è ïîñòðîåííîé àñèìïòîòèêîé. Òàêîé ïîäõîä ìû íàçûâàåì àñèìï-
òîòè÷åñêèì ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ (ñì. [6,7]).
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�4. Àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðà-

âåíñòâ â ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé çàäà÷å Êîøè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (u � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, ε > 0 � ìàëûé
ïàðàìåòð):

ε
du

dx
= f(x, u), 0 ≤ x ≤ a ; (1)

u(0, ε) = u0. (2)

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Óñëîâèå 1. Ôóíêöèÿ f(x, u) è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòî-
ðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî íåïðåðûâíû â îáëàñòè D = {(x, u) : 0 ≤
x ≤ a, u1 ≤ u ≤ u2}, ãäå u1, u2 � íåêîòîðûå ÷èñëà, u0 ∈ [u1, u2].
Óêàçàííàÿ ñòåïåíü ãëàäêîñòè ôóíêöèè f(x, u) îáåñïå÷èò ïîñòðîåíèå è
îáîñíîâàíèå àñèìïòîòèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Óñëîâèå 2. Âûðîæäåííîå óðàâíåíèå f(x, u) = 0 èìååò êîðåíü
u = ϕ(x); u1 ≤ ϕ(x) ≤ u2 ïðè 0 ≤ x ≤ a.

Óñëîâèå 3. Âûïîëíåíî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

fu(x) := fu(x, ϕ(x)) < 0, 0 ≤ x ≤ a . (3)

Óñëîâèå 4. Ïðèñîåäèíåííàÿ ñèñòåìà

dũ

dτ
= f(0, ũ), τ ≥ 0 ;

ũ(0) = u0 .

(4)

èìååò ðåøåíèå ũ(τ), òàêîå, ÷òî

ũ(τ)→ ϕ(0) ïðè τ →∞ .

Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå u0 ïðèíàäëåæèò îáëàñòè
âëèÿíèÿ (ïðèòÿæåíèÿ) òî÷êè ïîêîÿ ũ = ϕ(0) óðàâíåíèÿ (4).

Èç òåîðåìû Âàñèëüåâîé ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à (1), (2) èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå u(x, ε), è ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî (àñèìï-
òîòèêà ïåðâîãî ïîðÿäêà)

u(x, ε) = ϕ(x) + εu1(x) + Π0

(x
ε

)
+ εΠ1

(x
ε

)
+O

(
ε2
)
, 0 ≤ x ≤ a . (5)

Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) è
îáîñíîâàíèå ðàâåíñòâà (5) ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ. Ñ ýòîé öåëüþ ïîñòðîèì ñíà÷àëà ôîðìàëüíóþ
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àñèìïòîòèêó ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ çàäà÷è (1), (2). Àñèìïòîòèêà ñòðîèòñÿ
â âèäå

u(x, ε) = ū(x, ε) + Π(τ, ε) =

= ū0(x) + εū1(x) + · · ·+ Π0(τ) + εΠ1(τ) + . . . , τ =
x

ε
. (6)

Ïîäñòàâëÿåì âûðàæåíèå (6) â óðàâíåíèå (1):

ε
d

dx

(
u0 + εu1 + . . .

)
+

d

dτ

(
Π0 + εΠ1 + . . .

)
= f

(
x, u+ Π

)
=

= f
(
x, u(x, ε)

)
+
[
f
(
ετ, u(ετ, ε) + Π(τ, ε)

)
− f
(
ετ, u(ετ, ε)

)]
=: f + Πf .

Êîýôôèöèåíòû ðåãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè îïðåäåëÿþòñÿ èç
óðàâíåíèÿ

ε(u′0 + εu′1 + . . . ) = f := f(x, u0 + εu1 + . . . ) =

= f(x, u0) + fu(x)(εu1 + . . . ) + . . . .

Ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì îòñþäà ïîëó÷àåì

f(x, u0) = 0 ⇒ u0 = ϕ(x) ,

u′0 = fu(x)u1 ⇒ u1 = f
−1

u (x)ϕ′(x) ,

è òàê äàëåå.
Êîýôôèöèåíòû ïîãðàíñëîéíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè îïðåäåëÿþòñÿ èç

óðàâíåíèÿ

d

dτ

(
Π0 + εΠ1 + . . .

)
= Πf :=

= f
(
ετ, u0(ετ) + εu1(ετ) + · · ·+ Π0 + εΠ1 + . . .

)
−

− f
(
ετ, u0(ετ) + εu1(ετ) + . . .

)
è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

u0(0) + εu1(0) + · · ·+ Π0(0) + εΠ1(0) + · · · = u0 .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

dΠ0

dτ
= f(0, ϕ(0) + Π0), τ ≤ 0; Π0(0) = u0 − ϕ(0) . (7)
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Çàìåíà ïåðåìåííûõ ϕ(0) + Π0 = ũ(τ) ñâîäèò ýòó çàäà÷ó ê çàäà÷å (4)
èç óñëîâèÿ 4. Â ñèëó óñëîâèÿ 4 ðåøåíèå çàäà÷è (7) ñóùåñòâóåò, è

Π0(τ)→ 0 ïðè τ →∞ . (8)

Â ñèëó (8) è óñëîâèÿ 3 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî τ0 áóäåò âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

fu(τ) := fu
(
0, ϕ(0) + Π0(τ)

)
< −κ < 0 ïðè τ ≥ τ0 , (9)

ïîýòîìó äëÿ Π0(τ) ñïðàâåäëèâà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà (îíà áûëà
ïîëó÷åíà â �2):

|Π0(τ)| ≤ c e−κτ , τ ≥ 0 . (10)

Çàäà÷à äëÿ Π1(τ) èìååò âèä

dΠ1

dτ
= fu(τ)Π1 + f1(τ), τ ≥ 0; Π1(0) = −u1(0) ,

ãäå

f1(τ) =
[
fx(τ)− fx(0)

]
τ +

[
fu(τ)− fu(0)

](
ϕ′(0)τ + u1(0)

)
,

fx(τ) = fx
(
0, ϕ(0) + Π0(τ)

)
, fx(0) = fx

(
0, ϕ(0)

)
,

à ôóíêöèè fu(τ) è fu(x) îïðåäåëåíû â (9) è (3). Â ñèëó (10) ôóíêöèÿ
f1(τ) èìååò òàêóþ æå îöåíêó, êàê è Π0(τ):

|f1(τ)| ≤ c e−κτ , τ ≥ 0.

Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ Π1(τ) çàïèøåì â âèäå

Π1(τ) = −Φ(τ)u1(0) +

τ∫
0

Φ(τ)Φ−1(s)f1(s) ds , (11)

ãäå Φ(τ) = exp
( τ∫

0

fu(s) ds
)
.

Â ñèëó (9) ôóíêöèè Φ(τ) è Π1(τ) èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè
òèïà (10).

Âîçüìåì òåïåðü èç ïðàâîé ÷àñòè (6) ÷ëåíû íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿä-
êà ïî ε, ò.å. ñîñòàâèì ñóììó

U1(x, ε) = u0(x) + εu1(x) + Π0(τ) + εΠ1(τ), τ =
x

ε
.
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Â ñèëó óðàâíåíèé äëÿ ÷ëåíîâ ýòîé ñóììû ôóíêöèÿ U1(x, ε) óäîâëå-
òâîðÿåò ðàâåíñòâó

LεU1 := ε
dU1

dx
− f(x, U1) = O(ε2), x ∈ [0, a] (12)

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
U1(0, ε) = u0 . (13)

Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ U1(x, ε), ïîñòðîèì íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1), (2). Íèæíåå ðåøåíèå âîçüìåì â âèäå

U(x, ε) = U1(x, ε)− ε2
(
M + P

(x
ε

))
, (14)

ãäå M > 0 � ÷èñëî, P (τ) � ôóíêöèÿ ïîãðàíñëîéíîãî òèïà, èìåþùàÿ
îöåíêó 0 ≤ P (τ) ≤ cMe−κτ ; M è P (τ) áóäóò âûáðàíû òàê, ÷òî ôóíê-
öèÿ U(x, ε) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε îêàæåòñÿ íèæíèì ðåøåíèåì çà-
äà÷è (1), (2).

Âûðàæåíèå äëÿ LεU(x, ε) çàïèøåì òàê:

LεU = ε
dU(x, ε)

dx
− f(x, U(x, ε)) =

[
ε
dU1

dx
− f(x, U1)

]
−

− ε2dP

dτ
−
[
f(x, U)− f(x, U1)

]
. (15)

Â ñèëó (12) âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé
ïîðÿäêà O(ε2) è íå çàâèñèò îò M . Âûðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ
ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x, U)− f(x, U1) = fu(x, U1) · (U − U1) +O
(
(U − U1)

2
)

=

− fu(x, U1) ε
2
(
M + P (τ)

)
+OM(ε4) ,

ãäå çàïèñü OM(εα) îçíà÷àåò, ÷òî ýòà âåëè÷èíà çàâèñèò îò M è ïðè
êàæäîì ôèêñèðîâàííîì M èìååò ïîðÿäîê O(εα).

Ïðîèçâîäíóþ fu(x, U1) ïðåäñòàâèì â âèäå

fu(x, U1) = fu(x, ϕ(x))+

+
[
fu
(
x, ϕ(x) + εu1 + Π0(τ) + εΠ1(τ)

)
− fu

(
x, ϕ(x)

)]
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

fu(x, U1) = fu(x) + f ∗uu ·
(
O(ε) +O

(
Π0(τ)

))
≤ −κ0 + c1 e

−κ1τ =: k(τ) ,
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ãäå ïðîèçâîäíàÿ f ∗uu áåðåòñÿ â íåêîòîðîé ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå.
Èç (15) òåïåðü ïîëó÷àåì:

LεU ≤ O(ε2)− ε2dP

dτ
+
(
− κ0 + c1 e

−κ1τ
)
ε2
(
M + P (τ)

)
+OM(ε4) =

=
[
O(ε2)− ε2κ0M +OM(ε4)

]
−

− ε2
[dP
dτ
− k(τ)P − c1Me−κ1τ

]
. (16)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ P (τ) êàê ðåøåíèå çàäà÷è

dP

dτ
= k(τ)P + c1Me−κ1τ , τ ≥ 0; P (0) = 0 .

Òîãäà

P (τ) =

τ∫
0

exp
( τ∫
s

k(t) dt
)
c1Me−κ1s ds ≥ 0 .

Òàê êàê

exp
( τ∫
s

k(t) dt
)

= exp
(
− κ0(τ − s) +

τ∫
s

c1 e
−κ1t dt

)
=

= exp
(
− κ0(τ − s) +

c1

κ1
·
(
e−κ1s − e−κ1τ

))
≤ c2 e

−κ0(τ−s) ,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî e−κ1s − e−κ1τ ≤ 1, òî

P (τ) ≤ c1c2M

τ∫
0

e−κ0(τ−s) · e−κ1s ds ≤ c1c2Mτ e−κ2τ ,

ãäå κ2 = min(κ0,κ1).
Ñëåäîâàòåëüíî,

0 ≤ P (τ) ≤ cM e−κτ , τ ≥ 0 .

Òàêèì îáðàçîì, èç (16) èìååì

LεU = O(ε2)− ε2κ0M +OM(ε4) ,

è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî M è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

LεU < 0, x ∈ [0, a] ,
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ò.å. ôóíêöèÿ U(x, ε) óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó èç íåðàâåíñòâ (2) îïðåäå-
ëåíèÿ 1 â �3.

Òàê êàê U(0, ε) = U1(0, ε) − ε2(M + P (0)) (ñì. (14)), è òàê êàê
P (0) = 0, à U1(0, ε) = u0 (ñì. (13)), òî

U(0, ε) = u0 − ε2M < u0 ,

ò.å. U(x, ε) óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó èç íåðàâåíñòâ (2) îïðåäåëåíèÿ 1 â �3.
Èòàê, ôóíêöèÿ U(x, ε) îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (14), äëÿ äîñòàòî÷-

íî áîëüøîãî M è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ÿâëÿåòñÿ íèæíèì ðåøåíèåì
çàäà÷è (1), (2).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

U(x, ε) = U1(x, ε) + ε2

(
M + P

(x
ε

))
, (17)

ãäå M è P
(x
ε

)
� òå æå ÷èñëî è ôóíêöèÿ, ÷òî è â (14), ÿâëÿåòñÿ

âåðõíèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2).
Ñîãëàñíî òåîðåìå 3, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(x, ε) çàäà÷è (1), (2),

óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì

U(x, ε) ≤ u(x, ε) ≤ U(x, ε), x ∈ [0, a],

à òàê êàê U(x, ε) = U1(x, ε) +O(ε2) è U(x, ε) = U1(x, ε) +O(ε2) (ýòî
âèäíî èç (14) è (17)), òî u(x, ε) = U1(x, ε) + O(ε2), ò.å. ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî (5).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîèâ íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ â âèäå (14) è
(17), ìû íå òîëüêî äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2), íî
è îáîñíîâàëè àñèìïòîòèêó ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîñòðîèâ Un(x, ε) � ÷àñòè÷íóþ ñóììó n-ãî ïî-
ðÿäêà ðÿäà (6) (ðàçóìååòñÿ, ïðè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ôóíêöèè f(x, u)),
ìîæíî äîêàçàòü ÷òî ôóíêöèè

U(x, ε) = Un(x, ε)− εn+1

(
M + P

(x
ε

))
è

U(x, ε) = Un(x, ε) + εn+1

(
M + P

(x
ε

))
ÿâëÿþòñÿ íèæíèì è âåðõíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (1), (2), à îòñþäà ñëå-
äóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

u(x, ε) = Un(x, ε) +O(εn+1), x ∈ [0, a] .
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Ãëàâà 3. Çàäà÷à Êîøè â ñëó÷àÿõ

ïåðåñåêàþùèõñÿ è êðàòíûõ êîðíåé

âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè:

ε
du

dx
= f(x, u, ε), x ∈ [0, a]; u(0, ε) = u0 . (1)

Â êëàññè÷åñêîì òèõîíîâñêîì ñëó÷àå âûðîæäåííîå óðàâíåíèå

f(x, u, 0) = 0

èìååò èçîëèðîâàííûé êîðåíü u = ϕ(x), ýòîò êîðåíü ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷è-
âûì, ÷òî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ

fu(x) := fu
(
x, ϕ(x), 0

)
< 0, x ∈ [0, a] , (2)

è íà÷àëüíîå çíà÷åíèå u0 ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ýòîãî êîð-
íÿ. Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî òåîðåìà Òèõîíîâà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå
îò ðåøåíèÿ u(x, ε) çàäà÷è (1) ê êîðíþ ϕ(x) âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ
íà ïîëóñåãìåíòå 0 < x ≤ a, ò.å.

lim
ε→0

u(x, ε) = ϕ(x), 0 < x ≤ a , (3)

à ïðè óñëîâèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ôóíêöèè f(x, u, ε) ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ïî ìåòîäó À.Á. Âàñèëüåâîé àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ
ðåøåíèÿ ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ íà âñåì îòðåçêå [0, a].

Íàïèøåì ôîðìóëó äëÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ:

u(x, ε) = ϕ(x) + Π0

(x
ε

)
+O(ε), x ∈ [0, a] . (4)

Çäåñü Π0

(
x
ε

)
� ãëàâíûé ÷ëåí ïîãðàíñëîéíîé ÷àñòè àñèìïòîòè÷åñêîãî

ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ.
Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1) â äâóõ ñëó÷àÿõ, êîãäà óñëîâèå

(2) íàðóøàåòñÿ, à èìåííî, â ñëó÷àå, êîãäà âûðîæäåííîå óðàâíåíèå èìååò
äâà êîðíÿ, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè íåêîòîðîì x0 ∈ (0, a) (â ýòîé òî÷-
êå ïðîèçâîäíàÿ fu(x) ðàâíà íóëþ), è â ñëó÷àå, êîãäà êîðåíü u = ϕ(x)
âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äâóêðàòíûì íà âñåì îòðåçêå [0, a] (â
ýòîì ñëó÷àå fu(x) = 0 ïðè x ∈ [0, a]). Ìû óâèäèì, ÷òî âîïðîñ î ïðå-
äåëüíîì ïåðåõîäå è îá àñèìïòîòèêå ðåøåíèÿ ñòàíîâèòñÿ â ýòèõ ñëó÷àÿõ
áîëåå ñëîæíûì.
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�1. Õàðàêòåðíûå ïðèìåðû

Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà äëÿ ñëó÷àÿ ïåðåñåêàþùèõñÿ êîðíåé.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1) â ñëó÷àå, êîãäà

f(x, u, ε) = −u2 + x2 + ε ,

a x èçìåíÿåòñÿ íà îòðåçêå x ∈ [−1, 2], ò.å.

ε
du

dx
= −u2 + x2 + ε, x ∈ [−1, 2]; u(−1, ε) = u0. (5)

Â ýòîì ñëó÷àå âûðîæäåííîå óðàâíåíèå

f(x, u, 0) = −u2 + x2 = 0

èìååò äâà êîðíÿ

u = ϕ1(x) := −x è u = ϕ2(x) := x,

êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè x = 0 (ñì. ðèñóíîê 3.1).

Ðèñ. 3.1

Òàê êàê fu(x, u, 0) = −2u, òî êîðåíü u = −x ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì
ïðè x < 0 (fu(x,−x, 0) = 2x < 0 ïðè x < 0), à ïðè x > 0 îí ñòàíîâèòñÿ
íåóñòîé÷èâûì. Âòîðîé êîðåíü u = x ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïðè x > 0
(fu(x, x, 0) = −2x < 0 ïðè x > 0 ) è íåóñòîé÷èâûì ïðè x < 0. Îáðàçóåì
ñîñòàâíîé êîðåíü èç äâóõ óñòîé÷èâûõ âåòâåé ýòèõ êîðíåé:

û(x) =

{
−x, x ∈ [−1, 0] ,

x, x ∈ [0, 2] .
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Íà ðèñóíêå 3.1 ãðàôèê u = û(x) âûäåëåí æèðíîé ëèíèåé. Îòìåòèì,

÷òî f̂u(x) := fu(x, û(x), 0) < 0 ïðè x 6= 0, f̂u(0) = 0.
Ïîñòàâèì âîïðîñ: áóäåò ëè ðåøåíèå u(x, ε) çàäà÷è (5) ñòðåìèòüñÿ ê

ñîñòàâíîìó êîðíþ û(x) ïðè ε → 0, ò.å. áóäåò ëè u(x, ε) óäîâëåòâîðÿòü
ïðåäåëüíîìó ðàâåíñòâó òèïà (3) ?

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû íà÷àëüíîå çíà÷åíèå u(−1, ε) = u0 ïðèíàäëåæàëî
îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ êîðíÿ û(x). Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ïðèñîåäèíåííóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç çàäà÷è (5),

åñëè ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé τ =
x+ 1

ε
è ïîëîæèòü â ïðàâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ ε = 0:

dũ

dτ
= f̃(ũ) := −ũ2 + 1, τ ≥ 0; ũ(0) = u0 . (6)

Óðàâíåíèå (6) èìååò òî÷êó ïîêîÿ ũ1 = û(−1) = 1, à òàêæå òî÷êó
ïîêîÿ ũ2 = −1. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå u0 äîëæíî ïðèíàäëåæàòü îáëàñòè
ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè ïîêîÿ ũ1.

Ðèñ. 3.2

Íà ðèñóíêå 3.2 óêàçàíû îáëàñòè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè f̃(ũ) è
â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì èçîáðàæåíû ãðàôèêè íåñêîëüêèõ ðåøåíèé çàäà÷è
(6) äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé u0. Î÷åâèäíî, ÷òî îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè
ïîêîÿ ũ1 = 1 ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìàÿ u0 > −1, ò.å. äëÿ ëþáîãî u0 ∈ (−1,∞)
ðåøåíèå ũ(τ) çàäà÷è (6) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

lim
τ→∞

ũ(τ) = 1 = û(−1).
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Òàêèì îáðàçîì, òðåáîâàíèå ê íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ u0 èìååò âèä
u0 > −1.

Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ u(x, ε) çàäà÷è (5) ïðè ìàëîì ε è u0 > −1 îòðàæå-
íî íà ðèñóíêå 3.3. Çäåñü èçîáðàæåíû òàêæå ñîñòàâíîé êîðåíü u = û(x)
âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ è äâå âåòâè ãèïåðáîëû u = ±

√
x2 + ε, â òî÷êàõ

êîòîðîé ïðàâàÿ ÷àñòü f(x, u, ε) = −u2 +x2 + ε óðàâíåíèÿ (5) îáðàùàåòñÿ
â íóëü. Ïðè ýòîì f > 0 åñëè −

√
x2 + ε < u <

√
x2 + ε, è f < 0 åñëè

|u| >
√
x2 + ε.

Ðèñ. 3.3

Íà ðèñóíêå 3.3 âèäíî, ÷òî âíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ (ò.å. âíå ìàëîé
îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîé òî÷êè x = −1) ðåøåíèå u(x, ε) çàäà÷è (5) áëèçêî
ê ñîñòàâíîìó êîðíþ û(x) âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âûøå âîïðîñ � ïîëî-
æèòåëüíûé:

lim
ε→0

u(x, ε) = û(x), x ∈ (−1, 2] .

Âìåñòå ñ òåì èìååòñÿ ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ èçîëèðîâàííî-
ãî êîðíÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ, êîãäà âíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ èìåëî
ìåñòî ðàâåíñòâî u(x, ε) = ϕ(x) + O(ε) (îíî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (4)).
Â äàííîì ïðèìåðå âáëèçè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êîðíåé (ò.å. â îêðåñòíîñòè
òî÷êè x = 0 ) ðàçíîñòü u(x, ε) − û(x) èìååò ïîðÿäîê O(

√
ε), ÷òî

íàãëÿäíî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.3. Òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ, êàê ìû óâèäèì
â �2, âîçíèêàåò è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèÿ êîðíåé âûðîæäåí-
íîãî óðàâíåíèÿ.

33



Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó Êîøè, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç
çàäà÷è (5), åñëè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ çàìåíèòü ε íà −ε:

ε
du

dx
= −u2 + x2 − ε, x ∈ [−1, 2]; u(−1, ε) = u0. (7)

Êàê è â ïðèìåðå 1, îáðàçóåì ñîñòàâíîé êîðåíü âûðîæäåííîãî óðàâ-
íåíèÿ:

û(x) = |x|, x ∈ [−1, 2]

è ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà u0 > −1.
Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ äàííîãî ïðèìåðà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî

êîðåíü u = −x âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (7)
äëÿ ëþáîãî ε. Ïîýòîìó ãðàôèê ðåøåíèÿ u = u(x, ε) óðàâíåíèÿ (7), íà-
÷èíàþùèéñÿ â òî÷êå, íå ëåæàùåé íà ïðÿìîé u = −x, íå ìîæåò ïåðåñå÷ü
ýòó ïðÿìóþ (â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ).

Íà ðèñóíêå 3.4 èçîáðàæåíû ãðàôèê ñîñòàâíîãî êîðíÿ u = û(x), ãè-
ïåðáîëà u2 = x2−ε, â òî÷êàõ êîòîðîé f = −u2 +x2−ε = 0, è ãðàôèêè
u = u1(x, ε) è u = u2(x, ε) äâóõ ðåøåíèé çàäà÷è (7) ñ íà÷àëüíûìè òî÷-
êàìè P1 (âûøå òî÷êè P0(−1, 1)) è P2 (íèæå òî÷êè P0). Çàìåòèì, ÷òî
f < 0 ìåæäó âåòâÿìè ãèïåðáîëû è f > 0 ëåâåå ëåâîé âåòâè è ïðàâåå
ïðàâîé âåòâè ãèïåðáîëû.

Ðèñ. 3.4

Ðåøåíèå u1(x, ε), íà÷èíàþùååñÿ â òî÷êå P1 , áûñòðî ïðèòÿãèâàåòñÿ
ê êîðíþ u = −x âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ è îñòàåòñÿ ïðè ìàëîì ε âáëè-
çè (è âûøå ) ýòîãî êîðíÿ, ïðè÷åì, êàê îêàçûâàåòñÿ, íå òîëüêî ïðè x < 0
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(ãäå êîðåíü u = −x óñòîé÷èâ), íî è íà ïðîìåæóòêå 0 ≤ x < 1, õîòÿ íà
ýòîì ïðîìåæóòêå êîðåíü u = −x íåóñòîé÷èâûé. Äîêàæåì ýòî.

Ôóíêöèÿ u = u1(x, ε) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (7), ò.å. ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

ε
d

dx
(u1 + x) = −(u1 − x)(u1 + x).

Ïîëàãàÿ z(x, ε) = u1(x, ε) + x, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

ε
dz

dx
= −(z − 2x)z,

à òàê êàê u1(x, ε) > −x, òî z(x, ε) > 0, è, ñëåäîâàòåëüíî,

ε
dz

dx
< 2xz.

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî îò −1 äî x è ó÷èòûâàÿ, ÷òî z(−1, ε) = u0−
−1 > 0, ïîëó÷àåì:

z(x, ε) ≤ z(−1, ε) exp

(
1

ε

x∫
−1

2xdx

)
= (u0 − 1) exp

(
x2 − 1

ε

)
.

Èòàê,

0 < z(x, ε) ≤ (u0 − 1) exp

(
x2 − 1

ε

)
. (8)

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî x ∈ (−1, 1)

lim
ε→0

exp

(
x2 − 1

ε

)
= 0 ,

òî èç (8) ñëåäóåò, ÷òî lim
ε→0

z(x, ε) = 0 ïðè −1 < x < 1, è, çíà÷èò,

lim
ε→0

u1(x, ε) = −x, −1 < x < 1 .

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå u1(x, ε) ðàñïîëîæåíî ïðè ìàëîì ε âáëèçè
êîðíÿ u = −x âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ íå òîëüêî íà èíòåðâàëå −1 <
x < 0, ãäå ýòîò êîðåíü óñòîé÷èâûé, íî è íà èíòåðâàëå 0 < x < 1, ãäå
ýòîò êîðåíü ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ çàäåðæêîé
ðåøåíèÿ âáëèçè íåóñòîé÷èâîãî êîðíÿ.

Ïðè x > 1 ðåøåíèå u1(x, ε) ñîâåðøàåò ðåçêèé ñêà÷îê è áûñòðî
ïðèáëèæàåòñÿ ê äðóãîìó êîðíþ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ � óñòîé÷è-
âîìó êîðíþ u = x , à çàòåì îñòàåòñÿ âáëèçè ýòîãî êîðíÿ ïðè x > 1
(ñì. ðèñ. 3.4).
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Èòàê, äëÿ ðåøåíèÿ u1(x, ε) èìååò ìåñòî ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
ε→0

u1(x, ε) =

{
−x, −1 < x < 1 ,

x, 1 < x ≤ 2 .

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííîå ÿâëåíèå � çàäåðæêà ðåøåíèÿ âáëèçè íåóñòîé-
÷èâîãî êîðíÿ � âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç êîðíåé âû-
ðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ðåøåíèå u2(x, ε), íà÷èíàþùååñÿ â òî÷êå P2, òàêæå áûñòðî ïðèòÿãè-
âàåòñÿ ê êîðíþ u = −x âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ è îñòàåòñÿ ïðè ìàëîì
ε âáëèçè (è íèæå) ýòîãî êîðíÿ íå òîëüêî äî òåõ ïîð, ïîêà êîðåíüu = −x
îñòàåòñÿ óñòîé÷èâûì, ò.å. ïðè x < 0, íî è ïðè 0 ≤ x < 1. Îáîñíîâàíèå
òàêîãî ïîâåäåíèÿ u2(x, ε) èìååòñÿ â [8]. Ïðè x > 1 è ìàëîì ε ðåøåíèå
u2(x, ε) ñòðåìèòåëüíî óáûâàåò ñ ðîñòîì x. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè äî-
ñòàòî÷íî ìàëîì ε ðåøåíèå u2(x, ε) íåïðîäîëæàåìî çà òî÷êó x = 1 + δ,
ãäå δ > 0 � ñêîëü óãîäíî ìàëîå, íî ôèêñèðîâàííîå ïðè ε→ 0 ÷èñëî, ò.å.
ðåøåíèå u2(x, ε) åùå äî ýòîé òî÷êè óõîäèò â −∞.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ u2(x, ε), â îòëè÷èå îò u1(x, ε), ïðå-
äåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
ε→0

u2(x, ε) = û(x)

èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ −1 < x < 0.
Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèÿ êîð-

íåé âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êîðíåé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ÷ëåíîâ ïîðÿäêà
O(ε), âõîäÿùèõ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ.

�2. Çàäà÷à Êîøè â ñëó÷àå ïåðåñåêàþùèõñÿ êîðíåé âû-

ðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

ε
du

dx
= f(x, u, ε), 0 ≤ x ≤ a; (1)

u(0, ε) = u0. (2)

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Óñëîâèå 1. Ôóíêöèÿ f(x, u, ε) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà â îáëàñòè {(x, u, ε) : 0 ≤ x ≤ a, u ∈ I, 0 ≤ ε ≤ ε0}, ãäå I �
íåêîòîðûé èíòåðâàë, ε0 > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî, u0 ∈ I.
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Óñëîâèå 2. Âûðîæäåííîå óðàâíåíèå

f(x, u, 0) = 0

èìååò ðîâíî äâà êîðíÿ îòíîñèòåëüíî u

u = ϕ1(x) è u = ϕ2(x), 0 ≤ x ≤ a ,

ïðè÷åì ôóíêöèè ϕ1(x) è ϕ2(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû
íà îòðåçêå x ∈ [0; a], à èõ îáëàñòè çíà÷åíèé ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó I.

Óñëîâèå 3. Êðèâûå u = ϕ1(x) è u = ϕ2(x) ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå(
x0, ϕ1(x0)

)
, x0 ∈ (0; a). Ïóñòü (äëÿ îïðåäåëåííîñòè) ϕ1(x) > ϕ2(x)

ïðè 0 ≤ x < x0, ϕ1(x) < ϕ2(x) ïðè x0 < x ≤ a (ðèñ. 3.5).

Ðèñ. 3.5

Óñëîâèå 4. Ïóñòü

fu(x, ϕ1(x), 0) < 0, fu(x, ϕ2(x), 0) > 0 ïðè 0 ≤ x < x0 ,

fu(x, ϕ1(x), 0) > 0, fu(x, ϕ2(x), 0) < 0 ïðè x0 < x ≤ a .

Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ 3 ñëåäóåò fu(x0, ϕi(x0), 0) = 0, i = 1, 2.

Ïðèìåðîì ôóíêöèè f(x, u, 0), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì 2 è 4, ÿâ-
ëÿåòñÿ

f(x, u, 0) = −
(
u− ϕ1(x)

)
·
(
u− ϕ2(x)

)
, (3)

åñëè ôóíêöèè ϕ1(x), ϕ2(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 3.
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Äåéñòâèòåëüíî:

fu(x, u, 0) = −2u+ ϕ1(x) + ϕ2(x) ⇒

⇒ fu
(
x, ϕ1(x), 0

)
=
[
ϕ2(x)− ϕ1(x)

]{< 0, 0 ≤ x < x0 ,

> 0, x0 < x ≤ a ;

⇒ fu
(
x, ϕ2(x), 0

)
=
[
ϕ1(x)− ϕ2(x)

]{> 0, 0 ≤ x < x0 ,

< 0, x0 < x ≤ a ;

fu
(
x0, ϕi(x0), 0

)
= 0 .

Èç óñëîâèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî êîðåíü ϕ1(x) óñòîé÷èâ ïðè 0 ≤ x < x0, à
êîðåíü ϕ2(x) óñòîé÷èâ ïðè x0 < x ≤ a. Îáðàçóåì ñîñòàâíîé êîðåíü
èç óñòîé÷èâûõ âåòâåé êîðíåé ϕ1(x) è ϕ2(x):

û(x) =

{
ϕ1(x), 0 ≤ x ≤ x0 ,

ϕ2(x), x0 ≤ x ≤ a .

Èç óñëîâèé 2 è 4 ñëåäóåò, ÷òî

f̂(x) := f(x, û(x), 0) = 0, f̂u(x) := fu(x, û(x) ≤ 0 .

Ôóíêöèÿ û(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå x ∈ [0; a], íî íå äèôôåðåíöèðó-
åìà, âîîáùå ãîâîðÿ, â òî÷êå x0. Â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóþò ëåâàÿ è ïðàâàÿ
ïðîèçâîäíûå û(x):

û′left(x0) = ϕ′1(x0), û′right(x0) = ϕ′2(x0) .

Ïîñòàâèì âîïðîñ: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå u(x, ε) çàäà÷è (1), (2)
áóäåò ñóùåñòâîâàòü è óäîâëåòâîðÿòü ïðåäåëüíîìó ðàâåíñòâó

lim
ε→0

u(x, ε) = û(x), 0 ≤ x ≤ a ? (4)

Ïðèìåð 2 èç �1 ïîêàçûâàåò, ÷òî òàê áóäåò íå âñåãäà. Ïðåæäå âñåãî
íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû íà÷àëüíîå çíà÷åíèå u0 ïðèíàäëåæàëî îáëà-
ñòè ïðèòÿæåíèÿ êîðíÿ ϕ1(x) âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå òðåáîâàíèå ñâÿçàíî ñ ïðèñîåäèíåííûì óðàâíåíèåì

dũ

dτ
= f(0, ũ, 0), τ ≥ 0; ũ(0) = u0 , (5)

ãäå ũ = ϕ1(0) è ũ = ϕ2(0) � òî÷êè ïîêîÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðè÷åì â
ñèëó óñëîâèÿ 4 ũ = ϕ1(0) � àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ òî÷êà ïîêîÿ, à
ũ = ϕ2(0) � íåóñòîé÷èâàÿ òî÷êà ïîêîÿ.
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Óñëîâèå 5. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå u0 ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ïðèòÿ-
æåíèÿ òî÷êè ïîêîÿ ũ = ϕ1(0) óðàâíåíèÿ (5), ò.å. ðåøåíèå ũ(τ) çàäà÷è
(5) ñóùåñòâóåò è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

lim
τ→∞

ũ(τ) = ϕ1(0) .

Íåòðóäíî óñìîòðåòü, ÷òî óñëîâèå 5 âûïîëíåíî, åñëè u0 > ϕ2(0) (ñì.
ðèñ. 3.6).

Ðèñ. 3.6

Íî óñëîâèé 1�5 íåäîñòàòî÷íî äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (4) íà ïðî-
ìåæóòêå x ∈ (0; a]. Óñëîâèÿ 1�5 â ñèëó òåîðåìû Òèõîíîâà ãàðàíòèðóþò
âûïîëíåíèå ýòîãî ðàâåíñòâà òîëüêî ïðè 0 < x ≤ x1 = x0 − δ, ãäå δ > 0
ìîæíî âçÿòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì, íî ôèêñèðîâàííûì ïðè ε→ 0.

Íà îòðåçêå x ∈ [0;x1] ðåøåíèå u(x, ε) çàäà÷è (1), (2) ñóùåñòâóåò è
äëÿ íåãî, ñîãëàñíî òåîðåìå Âàñèëüåâîé, èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå
ðàâåíñòâî

u(x, ε) = ϕ1(x) + Π0

(x
ε

)
+O(ε), 0 ≤ x ≤ x1 (6)

ãäå Π0(τ) � ïîãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

dΠ0

dτ
= f

(
0, ϕ1(0) + Π0, 0

)
, τ ≥ 0; Π0(0) = u0 − ϕ1(0) .

Ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê (5) çàìåíîé ïåðåìåííîé Π0(τ) = ũ(τ)− ϕ1(0),
à â ñèëó óñëîâèé 4 è 5 äëÿ Π0(τ) ñïðàâåäëèâà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà∣∣Π0(τ)

∣∣ ≤ c e−κτ , τ ≥ 0 ,
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ãäå c > 0 è κ > 0 � íåêîòîðûå ÷èñëà. Èç (6) ñëåäóåò ïðåäåëüíîå
ðàâåíñòâî (4) íà ïðîìåæóòêå x ∈ (0;x1].

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
u(x1, ε) = u1 . (7)

Â ñèëó (6)
u1 = ϕ1(x1) +O(ε) . (8)

Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå (1) íà îòðåçêå x ∈ [x1, x2], ãäå x2 =
x0 + δ, ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (7). Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çà-
äà÷è (1), (7) íà îòðåçêå [x1;x2] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ
íåðàâåíñòâ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ åùå äâà óñëîâèÿ, ñâÿçàííûå ñ
òî÷êîé x0 ïåðåñå÷åíèÿ êîðíåé ϕ1(x) è ϕ2(x).

Óñëîâèå 6. f̂uu(x0) < 0, ãäå f̂uu(x) = fuu(x, û(x), 0).
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè (3) ýòî óñëîâèå, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ.

Óñëîâèå 7. û′(x0 ± 0)− f̂ε(x0) < 0, ãäå f̂ε(x) := fε(x, û(x), 0).
Ýòî óñëîâèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ â òî÷êå x0 äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ïðî-

èçâîäíûõ ôóíêöèè û(x). Îíî ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷ëåíû ïîðÿäêà O(ε) èãðà-
þò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â îáîñíîâàíèè ïðåäåëüíîãî ðàâåíñòâà (4).

Íèæíåå ðåøåíèå âîçüìåì â âèäå

U(x, ε) = û(x)−Mε , (9)

ãäåM � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò ε, êîòîðîå âûáåðåì íèæå.
Ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ LεU :

LεU := ε
dU

dx
− f

(
x, U(x, ε), ε

)
= εû′(x)− f(x, û(x)−Mε, ε) =

= εû′(x)−
[
f
(
x, û(x), 0

)
+ f̂u(x) · (−Mε) + εf̂ε(x) + o(ε)

]
.

Òàê êàê f(x, û(x), 0) = 0 è f̂u(x) ≤ 0, òî

LεU ≤ ε
[
û′(x)− f̂ε(x)

]
+ o(ε) .

Â ñèëó óñëîâèÿ 7 íåðàâåíñòâî û′(x)− f̂ε(x) ≤ −c0 < 0 âûïîëíåíî íà
îòðåçêå [x1;x2] = [x0− δ;x0 + δ], åñëè δ äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî, à c0

� íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî,

LεU ≤ −c0 ε+ o(ε), x1 ≤ x ≤ x2 ,

à, çíà÷èò, LεU < 0 äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε íà îòðåçêå [x1, x2].
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Â òî÷êå x1 èìååì U(x1, ε) = û(x1)−Mε = ϕ1(x1)−Mε. Ñîïîñòàâ-
ëÿÿ ýòî âûðàæåíèå ñ ðàâåíñòâàìè (7) è (8), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøîãî M âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

U(x1, ε) < u(x1, ε) = u1 .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ U(x, ε), îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (9), äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøîãî M è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ÿâëÿåòñÿ íèæíèì ðåøå-
íèåì çàäà÷è (1), (7) íà îòðåçêå [x1, x2].

Âåðõíåå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è âîçüìåì â âèäå

U(x, ε) = û(x) +M
√
ε, (10)

ãäå ÷èñëî M áóäåò âûáðàíî íèæå. Îöåíèì LεU :

LεU = ε
dU

dx
− f(x, U, ε) = εû′(x)− f

(
x, û(x) +M

√
ε, ε
)

= εû′(x)−

−
[
f(x, û(x), 0) + f̂u(x)M

√
ε+ f̂ε(x)ε+

1

2
f̂uu(x)M 2ε+ o(ε)

]
≥

≥ ε
[
û′(x)− f̂ε(x)− 1

2
f̂uu(x)M 2

]
+ o(ε)

Â ñèëó óñëîâèÿ 7
û′(x)− f̂ε(x) ≥ −c1 ,

à â ñèëó óñëîâèÿ 6

−1

2
f̂uu(x) ≥ c2 > 0

íà îòðåçêå [x1, x2] ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ, ãäå c1 è c2 � ïîëîæèòåëüíûå
÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî M âûðàæåíèå â êâàä-
ðàòíûõ ñêîáêàõ áîëüøå íóëÿ, è, çíà÷èò, LεU > 0 äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
ε íà îòðåçêå [x1, x2].

Â òî÷êå x1 U(x1, ε) = ϕ1(x1) + M
√
ε > u(x1, ε) = ϕ1(x1) + O(ε)

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ U(x, ε), îïðåäåëåí-
íàÿ ðàâåíñòâîì (10), äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî M è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε
ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (7) íà îòðåçêå x ∈ [x1, x2] .

Ïîñòðîåííûå íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå
ðåøåíèÿ u(x, ε) çàäà÷è (1), (7) íà îòðåçêå x ∈ [x1, x2], óäîâëåòâîðÿþùåãî
íåðàâåíñòâàì

U(x, ε) ≤ u(x, ε) ≤ U(x, ε), x1 ≤ x ≤ x2.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ è âèäà ôóíêöèé U è U ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêîå
ðàâåíñòâî

u(x, ε) = û(x) +O(
√
ε), x1 ≤ x ≤ x2
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
u(x2, ε) = u2 (11)

è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1) íà îòðåçêå x ∈ [x2, a] ñ íà÷àëüíûì óñëîâè-
åì (11).

Äëÿ çàäà÷è (1), (11) íà îòðåçêå [x2, a] âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåî-
ðåìû Âàñèëüåâîé, ñîãëàñíî êîòîðîé ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è
èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

u(x, ε) = û(x) +O(
√
ε), x2 ≤ x ≤ a. (12)

Ìîæíî ýòî îáîñíîâàòü è íå ññûëàÿñü íà òåîðåìó Âàñèëüåâîé, à ïî-
ñòðîèâ íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèå â âèäå:

U(x, ε) = û(x)−M
√
ε, U(x, ε) = û(x) +M

√
ε, x ∈ [x2, a]. (13)

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà M > 0 è
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ôóíêöèè (13) áóäóò íèæíèì è âåðõíèì ðåøåíèÿìè
çàäà÷è (1), (11) íà îòðåçêå [x2, a], îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (12).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1�7, òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìà-
ëûõ ε çàäà÷à (1), (2) èìååò ðåøåíèå u(x, ε), è ñïðàâåäëèâû àñèìï-
òîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà

u(x, ε) =

û(x) + Π0

(x
ε

)
+O(ε), 0 ≤ x ≤ x1 = x0 − δ ,

û(x) +O
(√

ε
)
, x1 ≤ x ≤ a .

(14)

Ñëåäñòâèå. Èç (14) ñëåäóåò ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî (4).

Çàìå÷àíèå. Â ïðèìåðå 2 èç �1 óñëîâèå 7 íå âûïîëíåíî, ò.ê.

dû

dx
(−0)− f̂ε(0) = −1 + 1 = 0,

dû

dx
(+0)− f̂ε(0) = 1 + 1 = 2 > 0 ,

è, êàê áûëî ïîêàçàíî, ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî (4) íå èìååò ìåñòà íà âñåì
ïðîìåæóòêå (−1, 2].

Çàäà÷è.

Ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 1 è ïîñòðîéòå àñèìïòîòèêó
âèäà (14) äëÿ ðåøåíèÿ u(x, ε) çàäà÷è Êîøè.

Çàäà÷à 3.2.1.

ε
du

dx
= −(u+ x− 2)(u− 2x) + ε(u+ 1), 0 ≤ x ≤ 1 ;

u(0, ε) = 1 .
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Çàäà÷à 3.2.2.

ε
du

dx
= −(u− 1)(u− 2 sinx) + ε(2u+ x), 0 ≤ x ≤ π

2
;

u(0, ε) = 2 .

Èçîáðàçèòå ãðàôèêè ôóíêöèé u = û(x) è u = u(x, ε).

�3. Çàäà÷à Êîøè â ñëó÷àå äâóêðàòíîãî êîðíÿ âûðîæ-

äåííîãî óðàâíåíèÿ

Ñíîâà ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

ε
du

dx
= f(x, u, ε), 0 ≤ x ≤ a ; (1)

u(0, ε) = u0 , (2)

íî òåïåðü ïðè èíûõ óñëîâèÿõ.

Óñëîâèå 1. f(x, u, ε) = −h(x)
(
u− ϕ(x)

)2
+ εf1(x, u, ε).

Ïðè ýòîì óñëîâèè âûðîæäåííîå óðàâíåíèå f(x, u, 0) = 0 èìååò äâó-
êðàòíûé êîðåíü u = ϕ(x).

Óñëîâèå 2. Ïóñòü ôóíêöèè h(x), ϕ(x), f1(x, u, ε) � äîñòàòî÷íî
ãëàäêèå è, êðîìå òîãî, h(x) > 0 ïðè x ∈ [0, a].

Áóäåì ñòðîèòü àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) â âèäå ñóììû
ðåãóëÿðíîãî è ïîãðàíè÷íîãî ðÿäîâ

u(x, ε) = u(x, ε) + Π(τ, ε), τ =
x

ε
. (3)

Íî â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî òèõîíîâñêîãî ñëó÷àÿ, êîãäà êîðåíü u =
ϕ(x) âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ áûë ïðîñòûì (îäíîêðàòíûì), â ñëó÷àå
äâóêðàòíîãî êîðíÿ ðÿäû u(x, ε) è Π(τ, ε) îêàçûâàþòñÿ ðÿäàìè íå ïî öå-
ëûì ñòåïåíÿì ε, à ðÿäàìè ïî ñòåïåíÿì

√
ε:

u(x, ε) = u0(x) +
√
εu1(x) + εu2(x) + · · · =

∞∑
i=0

εi/2ui(x) , (4)

Π(τ, ε) = Π0(τ) +
√
εΠ1(τ) + εΠ2(τ) + · · · =

∞∑
i=0

εi/2Πi(τ) . (5)

Áîëåå òîãî, ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè Πi(τ) áóäóò çàâèñåòü íå òîëüêî
îò τ , íî è îò ε , íî ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ ãðîìîçäêîñòè ôîðìóë áóäåì
ïèñàòü Πi(τ) âìåñòî Πi(τ, ε).
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Äàëåå, ïîäñòàâëÿåì âûðàæåíèå (3) â óðàâíåíèå (1), ïðåäñòàâëÿåì
ïðàâóþ ÷àñòü â âèäå

f(x, u+ Π, ε) = f + Πf,

ãäå

f := f
(
x, u(x, ε), ε

)
, Πf := f

(
ετ, u(ετ, ε)+Π(τ, ε), ε

)
−f
(
ετ, u(ετ, ε), ε

)
,

è îòäåëÿåì óðàâíåíèÿ äëÿ ðåãóëÿðíîé u(x, ε) è ïîãðàíñëîéíîé Π(τ, ε)
÷àñòåé àñèìïòîòèêè:

ε
du

dx
= f è

dΠ

dτ
= Πf . (6)

Ïîñòðîåíèå ðåãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè.

Çàïèøåì áîëåå ïîäðîáíî ïåðâîå óðàâíåíèå â (6), ó÷èòûâàÿ âèä ôóíê-
öèè f(x, u, ε):

ε
d

dx
(u0 +

√
εu1 + . . . ) = −h(x)

(
u0 +

√
εu1 + εu2 + · · · − ϕ(x)

)2
+

+ εf1

(
x, u0 +

√
εu1 + . . . , ε

)
.

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, ò.å. ðàñêëàäûâàÿ ïðàâóþ
÷àñòü â ðÿä ïî ñòåïåíÿì

√
ε è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêî-

âûõ ñòåïåíÿõ
√
ε â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì óðàâíå-

íèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ui(x) ðÿäà (4):

ε0 : 0 = −h(x)
(
u0 − ϕ(x)

)2 ⇒ u0 = ϕ(x),

ε1 :
du0

dx
= −h(x)u2

1 + f1

(
x, u0(x), 0

)
èëè h(x)u2

1 = f 1(x)− ϕ′(x),

ãäå f 1(x) := f1

(
x, u0(x), 0

)
.

×òîáû óðàâíåíèå äëÿ u1 áûëî ðàçðåøèìî, íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü
âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà f 1(x) − ϕ′(x) ≥ 0 (ïîñêîëüêó h(x) > 0).
Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà.

Óñëîâèå 3. f 1(x)− ϕ′(x) > 0 ïðè 0 ≤ x ≤ a.

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó f 1(x) = fε(x, u0(x), 0) è ϕ′(x) = u′0(x), òî
óñëîâèå 3 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u′0(x)− fε(x, u0, 0) < 0 ïðè 0 ≤ x ≤ a ,

è òîãäà îíî ïðèíèìàåò òàêîé æå âèä, êàê óñëîâèå 7 â �2 íî ñ òåì îò-
ëè÷èåì, ÷òî òàì ýòî óñëîâèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â îäíîé òî÷êå
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x0 (â ýòîé òî÷êå êîðíè ϕ1 è ϕ2 ïåðåñåêàþòñÿ, ò. å. êîðåíü ñòàíîâèòñÿ
äâóêðàòíûì), à çäåñü êîðåíü ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ äâóêðàòíûì íà âñåì îòðåçêå
x ∈ [0, a], è óñëîâèå 3 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íà âñåì îòðåçêå.

Ïðè óñëîâèè 3 óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî u1 èìååò äâà ðåøåíèÿ. Êàê
áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, ñëåäóåò âçÿòü ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå:

u1 =
[
h−1(x) ·

(
f 1(x)− ϕ′(x)

)]1/2

> 0 ïðè 0 ≤ x ≤ a.

Óðàâíåíèå äëÿ u2(x) èìååò âèä

du1

dx
= −2h(x)u1(x)u2(x) + f 1u(x)u1(x).

Òàê êàê êîýôôèöèåíò −2h(x)u1(x) ïåðåä u2(x) íå ðàâåí íóëþ, òî
îòñþäà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ u2(x).

Äëÿ ñëåäóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ ui(x), i ≥ 3 ðÿäà (4) ïîëó÷àþòñÿ
óðàâíåíèÿ òàêîãî æå òèïà, êàê äëÿ u2(x):

2h(x)u1(x)ui(x) = Fi(x),

ãäå ôóíêöèè Fi(x) ðåêóððåíòíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç óæå èçâåñòíûå
ôóíêöèè uj(x) ñ íîìåðàìè j < i.

Èòàê, ðåãóëÿðíûé ðÿä (4) ïîñòðîåí.

Ïîñòðîåíèå ïîãðàíñëîéíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè.

Çàïèøåì áîëåå ïîäðîáíî âòîðîå óðàâíåíèå â (6), ââåäÿ íàðÿäó ñ ðàñ-

òÿíóòîé ïîãðàíñëîéíîé ïåðåìåííîé τ =
x

ε
åùå îäíó ðàñòÿíóòóþ ïåðå-

ìåííóþ ζ =
x√
ε

=
√
ετ è ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå âìåñòî Π ðÿä (5), à

âìåñòî u(ετ, τ) ðÿä
∞∑
i=0

εi/2 ui(
√
εζ) :

d

dτ
(Π0 +

√
εΠ1 + . . . ) = Πf =

= f(
√
εζ, u(

√
εζ, ε) + Π(τ, ε), ε)− f(

√
εζ, u(

√
εζ, ε), ε) =

= −h(
√
εζ)
[
u0(
√
εζ) +

√
εu1(
√
εζ) + · · ·+ Π0 +

√
εΠ1 + · · · − ϕ(

√
εζ)
]2

+

+ h(
√
εζ)(
√
εu1(
√
εζ) + . . . )2 + εΠf1 =

= −(h(0) + h′(0)
√
εζ + . . . )

[
(Π0 +

√
εΠ1 + . . . )2+

+ 2(
√
εu1(
√
εζ) + εu2(

√
εζ) + . . . )(Π0 +

√
εΠ1 + . . . )

]
+ εΠf1 . (7)
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Èç ýòîãî ðàâåíñòâà áóäåì èçâëåêàòü óðàâíåíèÿ äëÿ ïîãðàíè÷íûõ ôóíê-
öèé Πi(τ), íî íå ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì (îí îêàçûâàåòñÿ íåïðèãîäíûì â
ñëó÷àå äâóêðàòíîãî êîðíÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ), à ñ ïîìîùüþ îïè-
ñàííîãî íèæå àëãîðèòìà.

Åñëè ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûé ñïîñîá, ò.å. ïðèðàâíèâàòü â ðàçëîæå-
íèÿõ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðàâåíñòâà êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ

√
ε, òî äëÿ Π0(τ) ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå

dΠ0

dτ
= −h(0)Π2

0 , τ ≥ 0 . (8)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ Π0(τ) èçâëåêàåòñÿ èç ðàâåíñòâà, êîòîðîå ïî-
ëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ðÿäà (3) â íà÷àëüíîå óñëîâèå (2):

u0(0) +
√
εu1(0) + · · ·+ Π0(0) +

√
εΠ1(0) + · · · = u0 . (9)

Îòñþäà ïîëó÷àåì
Π0(0) = u0 − u0(0) =: Π0 . (10)

×òîáû ðåøåíèå çàäà÷è (8), (10) ñòðåìèëîñü ê íóëþ ïðè τ →∞ (ñòàí-
äàðòíîå òðåáîâàíèå ê ïîãðàíè÷íûì ôóíêöèÿì), íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû Π0(0) áûëî íåîòðèöàòåëüíûì. Ââåäåì áîëåå æåñòêîå óñëîâèå.

Óñëîâèå 4. Π0(0) = u0 − u0(0) > 0 (ò.å. u0 > ϕ(0)).
Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé Π0 = 0 òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.
Ïðè óñëîâèè 4 ðåøåíèå çàäà÷è (8), (10) èìååò âèä (íå îãðàíè÷èâàÿ

îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ ãðîìîçäêîñòè ôîðìóë,
÷òî h(0) = 1):

Π0(τ) =
Π0

Π0τ + 1
(11)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Π0(τ) → 0 ïðè τ → ∞ êàê
1

1 + τ
, ò.å. ñòåïåííûì

îáðàçîì.
Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò èññëåäîâàíèå, ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),

(2) â ïîãðàíè÷íîì ñëîå èìååò áîëåå ñëîæíûé õàðàêòåð. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ïîãðàíè÷íûé ñëîé ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè çîíû. Â ïåðâîé çîíå
ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè óáûâàþò ñ ðîñòîì τ ñòåïåííûì îáðàçîì òàêæå,
êàê ôóíêöèÿ (11). Çàòåì ñëåäóåò âòîðàÿ (ïåðåõîäíàÿ) çîíà, â êîòîðîé
ïðîèñõîäèò ïîñòåïåííîå èçìåíåíèå ìàñøòàáà ïîãðàíñëîéíîé ïåðåìåííîé

îò τ =
x

ε
äî ζ =

x√
ε
, à òàêæå èçìåíåíèå õàðàêòåðà óáûâàíèÿ

ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé. È, íàêîíåö, â òðåòüåé çîíå ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè

óáûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíî êàê e−κζ , ãäå κ > 0, ζ =
x√
ε
. Ðàçìåðû

çîí óòî÷íèì íèæå.
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå ïðîñòûõ êîðíåé âûðîæäåííîãî óðàâ-
íåíèÿ ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè èìåëè ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó íà âñåé
ïîëóïðÿìîé τ ≥ 0 :

Πi(τ) = O
(
e−κτ

)
, τ ≥ 0 .

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ïðîñòîãî êîðíÿ âûðîæäåííîãî óðàâíå-
íèÿ ïîãðàíè÷íûé ñëîé áûë îäíîçîííûì, à â ñëó÷àå äâóõêðàòíîãî êîðíÿ
ïîãðàíè÷íûé ñëîé � òðåõçîííûé.

×òîáû ïîñòðîèòü ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè, ïðàâèëüíî îïèñûâàþùèå
ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå, íóæíî èçìåíèòü ñòàíäàðòíûé
àëãîðèòì ôîðìèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äëÿ ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

Â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (8) äîáàâèì ñëàãàåìîå −2
√
εu1(0)Π0, îíî

ñîäåðæèòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (7). Óðàâíåíèå äëÿ Π0(τ) ïðèìåò
âèä

dΠ0

dτ
= −

(
Π2

0 +
√
εkΠ0

)
, τ ≥ 0 , (12)

ãäå k = 2u1(0) > 0.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (10) òàêæå íàõîäèòñÿ

â ÿâíîì âèäå:

Π0(τ) =

√
εkΠ0 exp(−

√
εkτ)√

εk + Π0(1− exp(−
√
εkτ))

. (13)

Îòìåòèì, ÷òî Π0(τ) > 0, è ýòî áóäåò èãðàòü âàæíóþ ðîëü ïðè
îáîñíîâàíèè àñèìïòîòèêè.

Íåñëîæíûé àíàëèç âûðàæåíèÿ (13) ïîêàçûâàåò:

åñëè 0 ≤ τ ≤ 1

εα
, ãäå α � ëþáîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0; 1

2), òî ôóíêöèÿ

Π0(τ) óáûâàåò ñ ðîñòîì τ êàê
1

1 + τ
, ò.å. ñòåïåííûì îáðàçîì (ýòî

ïåðâàÿ çîíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ);

åñëè τ ≥ 1√
ε
, òî Π0 = O

(√
εe−kζ

)
, ãäå ζ =

√
ετ =

x√
ε
, ò.å. ôóíêöèÿ

Π0 óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðîñòîì ïîãðàíñëîéíîé ïåðåìåííîé ζ
(ýòî òðåòüÿ çîíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ);
ìåæäó ïåðâîé è òðåòüåé çîíàìè íàõîäèòñÿ âòîðàÿ (ïåðåõîäíàÿ) çîíà, â

êîòîðîé
1

εα
≤ τ ≤ 1√

ε
, α ∈ (0; 1

2), ãäå ïðîèñõîäèò ïîñòåïåííûé ïåðåõîä

îò ïîãðàíñëîéíîé ïåðåìåííîé τ ê ïîãðàíñëîéíîé ïåðåìåííîé ζ è
èçìåíÿåòñÿ õàðàêòåð óáûâàíèÿ ôóíêöèè Π0 � îò ñòåïåííîãî óáûâàíèÿ
äî ýêñïîíåíöèàëüíîãî.
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Òàêèì îáðàçîì, çàìåíà ñòàíäàðòíîãî óðàâíåíèÿ (8) íåñòàíäàðòíûì
(12) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîãðàíè÷íóþ ôóíêöèþ (13), îïèñûâàþùóþ ïî-
âåäåíèå ðåøåíèÿ âî âñåõ òðåõ çîíàõ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.

Êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, âñå ñëåäóþùèå ôóíêöèè Πi(τ),
i ≥ 1, áóäóò îáëàäàòü òàêèìè æå ñâîéñòâàìè, êàê è Π0(τ). Íî äëÿ ýòîãî
íóæíî èçâëåêàòü äëÿ íèõ óðàâíåíèÿ èç ðàâåíñòâà (7) íåñòàíäàðòíûì
ñïîñîáîì.

Ïðåæäå âñåãî, â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äëÿ Πi(τ) íàðÿäó ñ ÷ëåíîì
−2Π0(τ)Πi âêëþ÷èì ñëàãàåìîå −

√
εkΠi, àíàëîãè÷íîå ñëàãàåìîìó

−
√
εkΠ0, âêëþ÷åííîìó â (12). Óðàâíåíèå äëÿ Πi(τ) i = 1, 2, . . . áóäåò

èìåòü âèä:

dΠi

dτ
= −(2Π0(τ) +

√
εk)Πi + πi(τ, ε), τ ≥ 0 , (14)

ãäå ôóíêöèè πi(τ, ε) âûðàæàåòñÿ îïðåäåëåííûì îáðàçîì ÷åðåç èçâåñòíûå
ê ìîìåíòó ðàññìîòðåíèÿ óðàâíåíèÿ (14) ôóíêöèè Πj(τ) ñ íîìåðàìè j < i.

Íåñòàíäàðòíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ ôóíêöèé πi(τ, ε) ñîñòîèò â ñëåäóþ-
ùåì.

Îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíò ïðè (
√
ε)i â ðàçëîæåíèè ïðàâîé ÷àñòè ðà-

âåíñòâà (7) ÷åðåç qi(ζ,Π0, . . . ,Πi−1) (ñëàãàåìîå−2Π0Πi â qi íå âêëþ÷àåì).
Åñëè êàêîå-òî ñëàãàåìîå (îáîçíà÷èì åãî q̃i) âõîäÿùåå â qi, èìååò îöåíêó
ïî ìîäóëþ, ñîäåðæàùóþ íå ìåíåå äâóõ ñîìíîæèòåëåé èç ÷èñëà ôóíê-
öèé Π0, . . . ,Πi−1, òî ýòî ñëàãàåìîå âêëþ÷àåì â πi(τ, ε); åñëè æå îöåíêà q̃i
ïî ìîäóëþ ñîäåðæèò òîëüêî îäèí ñîìíîæèòåëü óêàçàííîãî òèïà, òî ýòî
ñëàãàåìîå, óìíîæåííîå íà

√
ε âêëþ÷àåì â πi−1(τ, ε). Êðîìå òîãî, ïåðå-

ìåííóþ ζ, âõîäÿùóþ â âûðàæåíèå äëÿ qi, çàìåíèì íà
√
ετ .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ π1(τ, ε), ñôîðìèðîâàí-
íîå ïî óêàçàííîìó ïðèíöèïó:

π1(τ, ε) =

[
− 2
(du1

dx
(0)
√
εζ +

√
εu2(0)

)
Π0(τ)− h′(0)ζΠ2

0(τ)+

+
√
ε
(
f1

(
0, u0(0) + Π0(τ), 0

)
− f1

(
0, u0(0), 0

))]
ζ=
√
ετ

=

= −2
(du1

dx
(0)ετ +

√
εu2(0)

)
Π0(τ)− h′(0)

√
ετΠ2

0(τ)+

+
√
ε
(
f1

(
0, u0(0) + Π0(τ), 0

)
− f1

(
0, u0(0), 0

))
. (15)

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà áûëî áû π1(τ, ε) = 0.
Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ Πi(τ) ñëåäóåò èç (9):

Πi(0) = −ui(0) (16)
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (16) èìååò âèä:

Πi(τ) = −Φ(τ)Φ−1(0)ui(0) + Φ(τ)

τ∫
0

Φ−1(s)πi(s, ε)ds , (17)

ãäå

Φ(τ) =
dΠ0

dτ
(τ) = −

[
Π2

0(τ) +
√
εkΠ0(τ)

]
. (18)

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî âñå ôóíêöèè Πi(τ), i ≥ 1, èìåþò òàêîå æå òðåõ-
çîííîå ïîâåäåíèå, êàê è Π0, ââåäåì ýòàëîííóþ (îöåíî÷íóþ) ôóíêöèþ:

Πκ(τ) =

√
ε exp(−

√
εκτ)√

ε+ 1− exp(−
√
εκτ)

, τ ≥ 0, κ ∈ (0, k], k = 2u1(0) > 0.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Πκ èìååò òàêîé æå âèä êàê ôóíêöèÿ Π0 (ñì.
(13)), è, ñëåäîâàòåëüíî, óáûâàíèå ôóíêöèè Πκ ñ ðîñòîì τ èìååò òàêîé
æå òðåõçîííûé õàðàêòåð êàê è óáûâàíèå Π0. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âñåõ
κ ∈ (0, k) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Π0(τ) ≤ cΠκ(τ), τ ≥ 0, (19)

ãäå c � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â äàëüíåéøåì ðàçëè÷íûå ïîñòîÿííûå òèïà
c áóäåì îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé c, èíîãäà ÷åðåç c1, c2.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñëåäóþùèå ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè Πi, i ≥ 1, èìåþò
àíàëîãè÷íóþ îöåíêó.

Ëåììà. Âñå ôóíêöèè Πi(τ), i = 0, 1, . . . , n, ãäå n � ëþáîå ôèêñè-
ðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, èìåþò îöåíêó âèäà∣∣Πi(τ)

∣∣ ≤ cΠκ(τ), τ ≥ 0, (20)

ãäå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà c è κ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå äëÿ ðàçëè÷-
íûõ i, 0 < κ < k, ïðè÷åì κ ìîæíî âçÿòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê k,
ïðè ýòîì c çàâèñèò îò κ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ Π0(τ) îöåíêà (20) âåðíà â ñèëó (19). Äîêàæåì
îöåíêó (20) äëÿ Π1(τ).

Ôóíêöèÿ Π1(τ) âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (17) ïðè i = 1, à äëÿ Φ(τ) è
π1(τ, ε) èìååì âûðàæåíèÿ (18) è (15). Èç (18) ñëåäóþò î÷åâèäíûå îöåíêè:

c1

(
Π2

0(τ) +
√
εΠ0(τ)

)
≤
∣∣Φ(τ)

∣∣ ≤
≤ c2

(
Π2

0(τ) +
√
εΠ0(τ)

)
≤ cΠ0(τ) ≤ cΠκ(τ) , (21)
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Â ñèëó ïðàâîãî íåðàâåíñòâà äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè
(17) èìååò ìåñòî îöåíêà âèäà (20):∣∣Φ(τ)Φ−1(0)u1(0)

∣∣ ≤ cΠκ(τ), τ ≥ 0 . (22)

Ïîëó÷èì òåïåðü îöåíêó äëÿ ôóíêöèè π1(τ, ε), èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå
(15), íåðàâåíñòâî∣∣f1

(
0, u0(0) + Π0(τ), 0

)
− f1

(
0, u0(0), 0

)∣∣ =
∣∣f ∗1uΠ0(τ)

∣∣ ≤ cΠ0(τ)

è îöåíêó (19):∣∣π1(τ, ε)
∣∣ ≤ c

[
(ετ +

√
ε)Π0(τ) +

√
ετΠ2

0(τ) +
√
εΠ0(τ)

]
≤

≤ c
[
(ετ +

√
ε)Πκ(τ) +

√
ετΠ2

κ(τ)
]
, τ ≥ 0 , (23)

ãäå κ ìîæíî âçÿòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê k.
Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

√
ετ · e−

√
εκτ =

√
ετ · e−

√
εκ1τ · e−

√
ε(κ−κ1)τ ≤ ce−

√
εκ2τ ,

ãäå 0 < κ2 = κ − κ1 < κ, è, ñëåäîâàòåëüíî,

√
ετΠκ(τ) =

√
ε(
√
ετ) exp(−

√
εκτ)√

ε+ 1− exp(−
√
εκτ)

≤

≤ c

√
ε exp(−

√
εκ2τ)√

ε+ 1− exp(−
√
εκ2τ)

= cΠκ2
(τ) .

Èòàê, √
ετΠκ(τ) ≤ cΠκ2

(τ), τ ≥ 0,

ïðè÷åì κ2 ìîæíî âçÿòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê κ, ïðè ýòîì ÷èñëî c òåì
áîëüøå, ÷åì ìåíüøå κ − κ2. Èç (23) òåïåðü ïîëó÷àåì:

|π1(τ, ε)| ≤ c
(
Π2

κ2
(τ) +

√
εΠκ2

(τ)
)
, τ ≥ 0.

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè îáîçíà÷èì ÷èñëî κ2 áóêâîé κ. Òàêèì îáðàçîì,

|π1(τ, ε)| ≤ c
(
Π2

κ(τ) +
√
εΠκ(τ)

)
, τ ≥ 0,

à äëÿ Φ(τ)Φ−1(s) èç îöåíîê (21) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî:

|Φ(τ)Φ−1(s)| ≤ c
Π2

0(τ) +
√
εΠ0(τ)

Π2
0(s) +

√
εΠ0(s)

, 0 ≤ s ≤ τ <∞.
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Ïîýòîìó äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (17) ïðè i = 1 ïîëó÷àåì:

|Π̃1(τ)| =
∣∣∣∣Φ(τ)

τ∫
0

Φ−1(s)π1(s, ε)ds

∣∣∣∣ ≤
≤ c

(
Π2

0(τ) +
√
εΠ0(τ)

) τ∫
0

Π2
κ(s) +

√
εΠκ(s)

Π2
0(s) +

√
εΠ0(s)

ds .

Äàëåå, âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

Π2
κ(s) +

√
εΠκ(s)

Π2
0(s) +

√
εΠ0(s)

=
Πκ(s) +

√
ε

Π0(s) +
√
ε
· Πκ(s)

Π0(s)
≤ c

Πκ(s)

Π0(s)
, s ≥ 0 .

Îöåíêó
Πκ(s) +

√
ε

Π0(s) +
√
ε
≤ c, s ≥ 0 (24)

ïîëó÷èì íèæå.
Ñëåäîâàòåëüíî,

|Π̃1(τ)| ≤ c
(
Π2

0(τ) +
√
εΠ0(τ)

)
·

τ∫
0

Πκ(s)

Π0(s)
ds = c

(
I1 + I2

)
ãäå

I1 = Π2
0(τ)

τ∫
0

Πκ(s)

Π0(s)
ds, I2 =

√
εΠ0(τ)

τ∫
0

Πκ(s)

Π0(s)
ds.

Ïîëó÷èì îöåíêè äëÿ I1 è I2. Çàïèøåì I1 â âèäå

I1 = Π0(τ)Πκ(τ)

τ∫
0

[
Πκ(s)

Π0(s)

][
Π0(τ)

Πκ(τ)

]
ds.

Òàê êàê (ñì. 13)

Π0(s) ≥ c1

√
ε exp(−

√
εks)√

ε+ 1− exp(−
√
εks)

, s ≥ 0, (25)

òî

Πκ(s)

Π0(s)
≤ 1

c1
exp[
√
ε(k − κ)s] ·

√
ε+ 1− exp(−

√
εks)√

ε+ 1− exp(−
√
εκs)

≤

≤ c exp(−
√
ε(k − κ)s), s ≥ 0, k − κ > 0, (26)

51



ïîñêîëüêó √
ε+ 1− exp(−

√
εks)√

ε+ 1− exp(−
√
εκs)

≤ c2, s ≥ 0, (27)

(ýòà îöåíêà òàêæå áóäåò äîêàçàíà íèæå).
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî

Π0(τ)

Πκ(τ)
≤ c2 exp[−

√
ε(k − κ)τ ], τ ≥ 0. (28)

Ñëåäîâàòåëüíî

τ∫
0

[
Πκ(s)

Π0(s)

]
·
[

Π0(τ)

Πκ(τ)

]
ds ≤ c

τ∫
0

exp[−
√
ε(k − κ)(τ − s)]ds ≤ τ.

Ïîýòîìó
I1 ≤ cΠ0(τ) ·

(
τΠκ(τ)

)
,

à òàê êàê

τΠκ(τ) =

√
ετ exp(−

√
εκτ)√

ε+ 1− exp(−
√
εκτ)

≤ c, τ ≥ 0 (29)

(íèæå ýòà îöåíêà áóäåò äîêàçàíà), òî

I1 ≤ cΠ0(τ) ≤ cΠκ(τ), τ ≥ 0 .

Ïåðåéäåì ê îöåíêå I2, çàïèñàâ I2 â âèäå

I2 =
√
εΠκ(τ)

τ∫
0

[
Πκ(s)

Π0(s)

][
Π0(τ)

Πκ(τ)

]
ds .

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (25) è (27), ïîëó÷àåì:

I2 ≤ cΠκ(τ)

τ∫
0

√
ε exp[−

√
ε(k − κ)(τ − s)]ds =

=
c

k − κ
Πκ(τ) exp[−

√
ε(k − κ)(τ − s)]

∣∣∣τ
0
≤ c

k − κ
Πκ(τ) .

Èòàê, I2 ≤ cΠκ(τ), τ ≥ 0, è, ñëåäîâàòåëüíî,

|Π̃1(τ)| ≤ cΠκ(τ), τ ≥ 0 .
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Ó÷èòûâàÿ òàêóþ æå îöåíêó äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè
(17) (ñì. (22)), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

|Π1(τ)| ≤ cΠκ(τ), τ ≥ 0 .

Äàëåå ïî èíäóêöèè. Äîïóñòèì, ÷òî îöåíêà (20) âåðíà äëÿ Πj(τ) ñ íî-
ìåðàìè j < i. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ïðèíöèï ôîðìèðîâàíèÿ ôóíêöèè πi(τ, ε),
ïðèõîäèì ê îöåíêå äëÿ πi(τ, ε) òàêîãî æå âèäà, êàê îöåíêà äëÿ π1(τ, ε):

|πi(τ, ε)| ≤ c
(
Π2

κ(τ) +
√
εΠκ(τ)

)
, τ ≥ 0 ,

à â ñèëó ýòîé îöåíêè òàêèì æå îáðàçîì, êàê äëÿ Π1(τ), ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà
(20) äëÿ Πi(τ):

|Πi(τ)| ≤ cΠκ(τ), τ ≥ 0 .

Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ îöåíîê (24), (27), (29).

Íàïîìíèì ýòè îöåíêè, çàìåíèâ s íà τ :

Πκ(τ) +
√
ε

Π0(τ) +
√
ε
≤ c, τ ≥ 0 , (24)

√
ε+ 1− exp(−

√
εkτ)√

ε+ 1− exp(−
√
εκτ)

≤ c2, τ ≥ 0, (27)

τΠκ(τ) =

√
ετ exp(−

√
εκτ)√

ε+ 1− exp(−
√
εκτ)

≤ c, τ ≥ 0 . (29)

Íà÷íåì ñ îöåíêè (27).

ψ(τ, ε) :=

√
ε+ 1− exp(−

√
εkτ)

√
ε+ [1− exp(−

√
εκτ)]︸ ︷︷ ︸

≥0

=

=

√
ε√

ε+ [≥ 0]︸ ︷︷ ︸
≤1

+
1− exp(−

√
εkτ)√

ε+ [1− exp(−
√
εκτ)]

≤

≤ 1 +
1− exp(−kt)
1− exp(−κt)

= 1 + F (t),

ãäå

F (t) =
1− e−kt

1− e−κt
, t ≥ 0, k > κ.
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Òàê êàê lim
t→0

F (t) = k
κ > 1, lim

t→+∞
F (t) = 1, F (t) > 1 è íåïðåðûâ-

íà íà ïîëóïðÿìîé (0,+∞), åñëè ïîëîæèòü F (0) = k
κ , òî ñóùåñòâóåò

max
0≤t<+∞

F (t) =: MF , è, ñëåäîâàòåëüíî, ψ(τ, ε) ≤ 1+MF , ÷òî è äîêàçûâàåò

îöåíêó (27).

Äîêàæåì òåïåðü îöåíêó (24).

Πκ(τ) +
√
ε =

√
ε exp(−

√
εκτ)√

ε+ 1− exp(−
√
εκτ)

+
√
ε =

√
ε(
√
ε+ 1)√

ε+ 1− exp(−
√
εκτ)

,

à äëÿ (Π0(τ) +
√
ε), èñïîëüçóÿ (25), ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó

Π0(τ) +
√
ε ≥ c1

√
ε exp(−

√
εkτ)√

ε+ 1− exp(−
√
εkτ)

+
√
ε ≥

≥ min(c1, 1)︸ ︷︷ ︸
c2

·
[ √

ε exp(−
√
εkτ)√

ε+ 1− exp(−
√
εkτ)

+
√
ε

]
=

= c2

√
ε(
√
ε+ 1)√

ε+ 1− exp(−
√
εkτ)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ îöåíêó (27), ïîëó÷àåì:

Πκ(τ) +
√
ε

Π0(τ) +
√
ε
≤ 1

c2
·
√
ε+ 1− exp(−

√
εkτ)√

ε+ 1− exp(−
√
εκτ)

=
1

c2
ψ(τ, ε) ≤ c.

Òåì ñàìûì îöåíêà (24) äîêàçàíà.

Äîêàæåì îöåíêó (29).

τΠκ(τ) =
t exp(−κt)√

ε+ 1− exp(−κt)
≤ t exp(−κt)

1− exp(−κt)
=: g(t),

ãäå t =
√
ετ ≥ 0.

Òàê êàê lim
t→0

g(t) =
1

κ
, lim

t→+∞
g(t) = 0, g(t) ≥ 0 è íåïðåðûâíà ïðè

t ≥ 0, åñëè ïîëîæèòü g(0) =
1

κ
, òî ñóùåñòâóåò max

0≤t≤+∞
g(t) =: Mg, è,

ñëåäîâàòåëüíî, τΠκ(τ) ≤Mg, ÷òî è äîêàçûâàåò îöåíêó (29).

Îáîñíîâàíèå ïîñòðîåííîé àñèìïòîòèêè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Un(x, ε) ÷àñòè÷íóþ ñóììó ïîñòðîåííîãî ðÿäà (3):

Un(x, ε) =
n∑
i=0

εi/2 ·
(
ui(x) + Πi

(x
ε

))
.
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Òåîðåìà 2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1�4, òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìà-
ëûõ ε çàäà÷à (1),(2) èìååò ðåøåíèå u(x, ε), è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(äëÿ ëþáîãî n = 0, 1, 2, . . . )

u(x, ε) = Un(x, ε) +O(ε
n+1
2 ), x ∈ [0, a] . (30)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äèôôåðåí-
öèàëüíûõ íåðàâåíñòâ.

Íèæíåå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) âîçüìåì â âèäå

U(x, ε) = Un(x, ε)−Mε
n
2 , (31)

ãäå n ≥ 2, M � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå âûáåðåì íèæå.

Ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ LεU := ε
dU

dx
− f(x, U, ε).

LεU = ε
dUn
dx
− f

(
x, Un −Mεn/2, ε

)
=

=
[
ε
dUn
dx
− f

(
x, Un, ε

)]
−
[
f
(
x, Un −Mεn/2, ε

)
− f

(
x, Un, ε

)]
=

= LεUn −
[
fu
(
x, Un, ε

)
·
(
−Mεn/2

)
+

1

2
f ∗uu
(
Mεn/2

)2
]
, (32)

ãäå ïðîèçâîäíàÿ f ∗uu áåðåòñÿ â íåêîòîðîé ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå,
|f ∗uu| ≤ c1. Â ñèëó àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ðÿäà (3) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

LεUn = O(ε
n+1
2 ), x ∈ [0, a] ,

ò.å. |LεUn| ≤ c2ε
n+1
2 ïðè x ∈ [0, a], ãäå ïîñòîÿííàÿ c2 íå çàâèñèò îò ε è,

÷òî âàæíî, íå çàâèñèò îò M .
Äàëåå,

fu
(
x, Un, ε

)
= −2h(x)

(
Un − ϕ(x)

)
+ εf1u

(
x, Un, ε

)
=

= −2h(x)
(√

εu1(x) + Π0(τ) +
√
εΠ1(τ)

)
+O(ε).

Òàê êàê h(x) > 0, u1(x) > 0 ïðè x ∈ [0, a], è Π0(τ) > 0 ïðè τ ≥ 0, òî
äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

fu(x, Un, ε) ≤ −c0

√
ε ïðè x ∈ [0, a],

ãäå c0 > 0 è íå çàâèñèò îò ε. Èç (32) òåïåðü ïîëó÷àåì:

LεU ≤ c2 ε
n+1
2 − c0Mε

n+1
2 +

1

2
c2M

2 εn =

= M ε
n+1
2

[ c2

M
− c0 +

1

2
c1M ε

n−1
2

]
. (33)
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Âîçüìåì ñòîëü áîëüøîå M , ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
c2

M
−

c0

2
< 0. Òàê êàê n ≥ 2, òî

n− 1

2
≥ 1

2
> 0, è ïîýòîìó äëÿ âû-

áðàííîãî M ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

−c0

2
+

1

2
c1M ε

n−1
2 < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü â (33) áóäåò îòðè-

öàòåëüíîé, ò.å.
LεU < 0 ïðè x ∈ [0, a] . (34)

Èòàê, ôóíêöèÿ U(x, ε), îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (31), äëÿ äîñòàòî÷-
íî áîëüøîãî M è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (34).

Êðîìå òîãî, òàê êàê Un(0, ε) = u0 (â ñèëó (10) è (16)), òî

U(0, ε) = Un(0, ε)−Mεn/2 = u0 −Mεn/2 < u0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ U(x, ε) ÿâëÿåòñÿ íèæíèì ðåøåíèåì çàäà-
÷è (1), (2).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

U(x, ε) = Un(x, ε) +Mεn/2 (35)

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî M è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì
ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(x, ε)
çàäà÷è (1),(2), è ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

U(x, ε) ≤ u(x, ε) ≤ U(x, ε), x ∈ [0, a] .

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ è âèäà (31) è (35) íèæíåãî è âåðõíåãî ðåøåíèé ñëå-
äóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

u(x, ε) = Un(x, ε) +O(εn/2).

Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî, çàìåíèâ n íà n+ 1:

u(x, ε) = Un+1(x, ε) +O(ε
n+1
2 ) , (36)

è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

Un+1(x, ε) = Un(x, ε) + ε
n+1
2

(
un+1(x) + Πn+1(τ)

)
=

= Un(x, ε) +O
(
ε

n+1
2

)
.

Òîãäà èç (36) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

u(x, ε) = Un(x, ε) +O
(
ε

n+1
2

)
, x ∈ [0, a] ,
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ò.å. ðàâåíñòâî (30) äîêàçàíî äëÿ n ≥ 2.
Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî äëÿ n = 2:

u(x, ε) = U2(x, ε) +O
(
ε3/2
)
. (37)

Òàê êàê

U2(x, ε) = U1(x, ε) + ε
(
u2(x) + Π2(τ)

)
= U1(x, ε) +O(ε) ,

òî èç (37) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

u(x, ε) = U1(x, ε) +O(ε), x ∈ [0, a] , (38)

à òàê êàê U1(x, ε) = U0(x, ε) +O(
√
ε), òî èç (38) ïîëó÷àåì

u(x, ε) = U0(x, ε) +O(
√
ε), x ∈ [0, a] .

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (30) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî n = 0, 1, 2, . . . .
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Çàäà÷è.

Ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 2 è ïîñòðîéòå àñèìïòîòèêó
âèäà (30) ïðè n = 1 äëÿ ðåøåíèÿ u(x, ε) çàäà÷è Êîøè.

Çàäà÷à 3.3.1.

ε
du

dx
= −(u− x)2 + ε(u+ 2), 0 ≤ x ≤ 1 ;

u(0, ε) = 1 .

Çàäà÷à 3.3.2.

ε
du

dx
= −(u− sinx)2 + ε(u+ 1 + cosx), 0 ≤ x ≤ π ;

u(0, ε) = 1 .

Èçîáðàçèòå ãðàôèêè ôóíêöèé u = u(x, ε) è u = ū0(x).
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Ãëàâà 4. Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå êðàåâûå

çàäà÷è

�1. Ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ â äâóõòî-

÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷àõ

4.1.1. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

Ðàññìîòðèì äâóõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
Äèðèõëå (u � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ):

d2u

dx2
= f(x, u), 0 < x < 1 ; (1)

u(0) = u0, u(1) = u1 . (2)

Ïîñòàâèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè åå ðåøåíèÿ. Îäíèì èç ïîäõîäîâ â
èññëåäîâàíèè ýòîãî âîïðîñà ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ñòðåëüáû.
Îí ñîñòîèò â ñëåäóþùèì: âìåñòî êðàåâûõ óñëîâèé (2) çàäàäèì íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ:

u(0) = u0,
du

dx
(0) = k, (3)

ãäå k � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, è ïîïðîáóåì ïîäîáðàòü ÷èñëî k òàê, ÷òîáû
ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1), (3) óäîâëåòâîðèëî êðàåâîìó óñëîâèþ (2)
â òî÷êå x = 1.

Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (1),(3) ñóùåñòâóåò íà îòðåçêå [0, 1] è íåïðåðûâ-
íî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà k, è åñëè äëÿ êàêîãî-òî çíà÷åíèÿ k1 ïàðàìåòðà
k ðåøåíèå u1(x) çàäà÷è (1),(3) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó u1(1) < u1, à
äëÿ êàêîãî-òî çíà÷åíèÿ k2 ðåøåíèå u2(x) çàäà÷è (1), (3) óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó u2(1) > u1, òî ñóùåñòâóåò òàêîå k ∈ (k1, k2), ïðè êîòîðîì
ðåøåíèå u(x) çàäà÷è (1), (3) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u(1) = u1 è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ u(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1), (2).
Ìåòîä ñòðåëüáû èñïîëüçóþò èíîãäà ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè êðàåâîé çà-
äà÷è: ðåøàþò íà÷àëüíóþ çàäà÷ó ("ñòðåëÿþò") c íåêîòîðûì çíà÷åíèåì
k è ñìîòðÿò, ÷òî ïîëó÷èëîñü íà ïðàâîì êîíöå îòðåçêà � "íåäîëåò"(ò.å.
u(1) < u1) èëè "ïåðåëåò"(ò.å. u(1) > u1); â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî âûáèðà-
þò íîâîå çíà÷åíèå k è ðåøàþò íà÷àëüíóþ çàäà÷ó ñ ýòèì k, è òàê äî òåõ
ïîð, ïîêà "íå ïîïàäóò â öåëü"(ò.å. ïîêà íå áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
u(1) = u1 ñ æåëàåìîé òî÷íîñòüþ).

Âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ìåòîäà ñòðåëüáû çàâèñèò îò ñâîéñòâ ôóíê-
öèè f(x, u). Ðàññìîòðèì òåîðåìó, â êîòîðîé ñóùåñòâåííûì ñâîéñòâîì
ôóíêöèè f(x, u) ÿâëÿåòñÿ åå îãðàíè÷åííîñòü.
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Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, u) íåïðåðûâíà, îãðàíè÷åíà, è óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé u â ïîëîñå P = {(x, u) :
0 ≤ x ≤ 1, u ∈ R}, òî äëÿ ëþáûõ u0 è u1 êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) èìååò
ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé íà ôóíêöèþ f(x, u) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî çíà÷åíèÿ k íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (1),(3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
u(x, k), è ýòî ðåøåíèå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà k.

Ïîäñòàâèì ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå (1) è ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî ïðî-
èíòåãðèðóåì äâàæäû îò 0 äî x, èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (3). Ïîëó-
÷èì:

u(x, k) = u0 + kx+

x∫
0

dx

s∫
0

f(t, u(t, k)) dt.

Ïðè x = 1 ýòî ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

u(1, k) = u0 + k +

1∫
0

ds

s∫
0

f(t, u(t, k)) dt. (4)

Òàê êàê ïî óñëîâèþ f(x, u) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ â ïîëîñå P , òî
ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî M , òàêîå, ÷òî

|f(x, u)| < M, (x, u) ∈ P.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, èç (4) ïîëó÷àåì:

u0 + k − 1

2
M < u(1, k) < u0 + k +

1

2
M.

Âîçüìåì k = k1 òàêèì, ÷òî u0 + k1 + 1
2M < u1, à k = k2 òàêèì, ÷òî

u0 + k2 − 1
2M > u1. Òîãäà

u(1, k1) < u1, u(1, k2) > u1.

Îòñþäà ñëåäóåò (â ñèëó íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè u(1, k) îò ïàðàìåò-
ðà k), ÷òî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå k ∈ (k1, k2), òàêîå, ÷òî u(1, k) = u1.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ u(x, k) ïðè óêàçàííîì çíà÷åíèè k ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1), (2). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà .

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî ñóùåñòâåííûì óñëîâèåì â òåî-
ðåìå 1 áûëî óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f(x, u) âî âñåé ïîëîñå P .
Ýòî óñëîâèå äåëàåò êëàññ ôóíêöèé f(x, u), ê êîòîðûì ïðèìåíèìà òåîðå-
ìà 1, âåñüìà óçêèì. Äàæå ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f(x, u) = u íå ïîïàäàåò â
ýòîò êëàññ.
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4.1.2. Ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ â êðàåâûõ çà-

äà÷àõ

Äðóãèì ìåòîäîì â èññëåäîâàíèè âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ
êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ.
Îäíèìè èç ïåðâûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ðåçóëüòàòû ÿïîíñêîãî ìà-
òåìàòèêà Íàãóìî [9], ðàçâèâøåãî èäåè ×àïëûãèíà ïðèìåíèòåëüíî ê êðà-
åâûì çàäà÷àì.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Íàãóìî, íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïîíÿòèÿ
íèæíåãî è âåðõíåãî ðåøåíèé äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (1), (2).

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèè U(x) è U(x) èç êëàññà C2(0, 1)∩C[0, 1]
íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íèæíèì è âåðõíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (1),
(2), åñëè îíè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

LU :=
d2U

dx2
− f

(
x, U(x)

)
≥ 0 ≥ LU, 0 < x < 1 , (5)

U(0) ≤ u0 ≤ U(0), U(1) ≤ u1 ≤ U(1) . (6)

Íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè, åñëè

U(x) ≤ U(x) ïðè 0 ≤ x ≤ 1 .

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò çàäà÷è Êîøè íèæíåå è âåðõ-
íåå ðåøåíèÿ U(x) è U(x) êðàåâîé çàäà÷è (1),(2) ìîãóò áûòü íå óïîðÿ-
äî÷åííûìè, ò.å. ìîãóò íå óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó U(x) ≤ U(x) ïðè
0 ≤ x ≤ 1. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé ñèòóàöèè ðàññìîòðèì êðàåâóþ
çàäà÷ó

u′′ + π2u = 0, 0 < x < 1 ,

u(0) = 0, u(1) = 0 .

Ôóíêöèè U(x) = 2 sin πx è U(x) = sinπx óäîâëåòâîðÿþò, î÷åâèäíî,
íåðàâåíñòâàì (5),(6) (äëÿ ýòèõ ôóíêöèé íåðàâåíñòâà (5),(6) ñòàíîâÿòñÿ
ðàâåíñòâàìè), íî ïðè ýòîì U(x) ≥ U(x) ïðè 0 ≤ x ≤ 1.

Òåîðåìà 2 (Íàãóìî). Ïóñòü ñóùåñòâóþò óïîðÿäî÷åííûå íèæ-
íåå U(x) è âåðõíåå U(x) ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2), è ïóñòü ôóíêöèÿ
f(x, u) íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé
u â îáëàñòè D = {(x, u) : 0 ≤ x ≤ 1, U(x) ≤ u ≤ U(x)}. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ðåøåíèå u(x) çàäà÷è (1), (2), óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì

U(x) ≤ u(x) ≤ U(x), 0 ≤ x ≤ 1 . (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f(x, u) íà âñþ ïîëîñó
P = {(x, u) : 0 ≤ x ≤ 1, u ∈ R}, ââåäÿ ôóíêöèþ g(x, u) ñëåäóþùèì
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îáðàçîì:

g(x, u) =



f
(
x, U(x)

)
+
u− U(x)

1 + u2

ïðè (x, u) ∈ D(−) = {(u, x) : 0 ≤ x ≤ 1, u < U(x)} ,

f(x, u) ïðè (x, u) ∈ D ,

f
(
x, U(x)

)
+
u− U(x)

1 + u2

ïðè (x, u) ∈ D(+) = {(u, x) : 0 ≤ x ≤ 1, u > U(x)} .

Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ f = g(x, u) íåïðåðûâíà â ïîëîñå P ,
îãðàíè÷åíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé u. Å¼
íåïðåðûâíîñòü î÷åâèäíà, îãðàíè÷åííîñòü ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè è
ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëîâ ïðè u → −∞ è ïðè u → +∞ (ýòè ïðåäåëû
ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû f(x, U(x)) è f(x, U(x)) ). Â îáëàñòè D ôóíêöèÿ
g(x, u) ðàâíà f(x, u) è, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà
ïî ïåðåìåííîé u ñ ïîñòîÿííîé Ëèïøèöà, ðàâíîé íåêîòîðîìó ÷èñëó N1 (â
ñèëó òðåáîâàíèÿ ê ôóíêöèè f(x, u)). Â îáëàñòÿõ D(−) è D(+) ôóíêöèÿ
g(x, u) èìååò îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðåìåííîé u:

gu(x, u) =
1 + 2U(x) · u− u2

(1 + u2)2
ïðè (x, u) ∈ D(−),

gu(x, u) =
1 + 2U(x) · u− u2

(1 + u2)2
ïðè (x, u) ∈ D(+).

Èç ýòèõ âûðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî â óêàçàííûõ îáëàñòÿõ |gu(x, u)| ≤
N2, ãäå N2 � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó âî âñåé ïîëîñå
P ôóíêöèÿ g(x, u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé u ñ
ïîñòîÿííîé Ëèïøèöà N = max(N1, N2).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ g(x, u) óäîâëåòâîðÿåò â ïîëîñå P âñåì
óñëîâèÿì, êîòîðûå íàêëàäûâàëèñü íà ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) â òåî-
ðåìå 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, êðàåâàÿ çàäà÷à

d2u

dx2
= g(x, u), 0 < x < 1 ; (8)

u(0) = u0, u(1) = u1 (2)

èìååò ðåøåíèå u = u(x).
Äîêàæåì, ÷òî ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (7), ò.å. êðè-

âàÿ u = u(x), x ∈ [0, 1] ëåæèò â îáëàñòè D, ãäå g(x, u) = f(x, u), è,
çíà÷èò, ôóíêöèÿ u(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêîå-òî èç íåðàâåíñòâ (7) íàðóøàåòñÿ â íåêîòî-
ðîé òî÷êå x∗ ∈ (0, 1) (îòìåòèì, ÷òî â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ x = 0, x = 1
íåðàâåíñòâà (7) âûïîëíÿþòñÿ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ íèæíåãî è âåðõíåãî
ðåøåíèé, (ñì.(6)). Ïóñòü, íàïðèìåð,

u(x∗) < U(x∗) .

Òîãäà ôóíêöèÿ U(x)−u(x) èìååò â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ (0, 1) ïîëî-
æèòåëüíûé ìàêñèìóì, ñëåäîâàòåëüíî, U(x0)− u(x0) > 0,

d2

dx2

[
U(x)− u(x)

]
x=x0

=
d2U(x)

dx2
(x0)−

d2u

dx2
(x0) ≤ 0 . (9)

Â òî÷êå x0 äëÿ ðåøåíèÿ u(x) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (8), ò.å.

d2u

dx2
(x0) = g(x0, u(x0)) = f(x0, U(x0)) +

u(x0)− U(x0)

1 + u2(x0)
, (10)

à äëÿ U(x) â ñèëó (5) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

d2U

dx2
(x0)− f

(
x0, U(x0)

)
≥ 0 . (11)

Âû÷èòàÿ èç íåðàâåíñòâà (11) ðàâåíñòâî (10), ïîëó÷àåì

d2U

dx2
(x0)−

d2u

dx2
(x0) ≥

U(x0)− u(x0)

1 + u2(x0)
> 0 ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (9).
Èòàê, ðåøåíèå u(x) çàäà÷è (8), (2) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (7) è,

ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà .

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü âìåñòî êðàåâûõ óñëîâèé (2) çàäàíû êðàåâûå
óñëîâèÿ Íåéìàíà

du

dx
(0) = ν0,

du

dx
(1) = ν1 . (12)

Íèæíåå U(x) è âåðõíåå U(x) ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),(12) îïðåäåëÿþòñÿ
êàê ôóíêöèè èç êëàññà C2(0, 1) ∩ C1[0, 1], óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåí-
ñòâàì (5) èç îïðåäåëåíèÿ 1 è ãðàíè÷íûì íåðàâåíñòâàì

dU

dx
(0) ≥ ν0 ≥

dU

dx
(0),

dU

dx
(1) ≤ ν1 ≤

dU

dx
(1). (13)

Â îòíîøåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (12) èìååò ìåñòî
òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 2.
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Çàìå÷àíèå 2. Ðàññìîòðèì áîëåå îáùåå óðàâíåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ (1)

d2u

dx2
= f

(
x, u,

du

dx

)
, 0 < x < 1 . (14)

Â îòëè÷èå îò (1) ïðàâàÿ ÷àñòü â (14) çàâèñèò îò
du

dx
. Â âîïðîñå

ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è (14), (2) âàæíóþ ðîëü èãðàåò õàðàêòåð

çàâèñèìîñòè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (14) îò
du

dx
ïðè

∣∣∣du
dx

∣∣∣→∞.

Ïóñòü∣∣∣f(x, u, du
dx

)∣∣∣ ≤ ϕ
(∣∣∣du
dx

∣∣∣) ïðè {x ∈ [0, 1], u ∈ I,
∣∣∣du
dx

∣∣∣ ≥ 1} ,

ãäå ϕ(t) � ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïðè t ≥ 1, I � íåêî-
òîðûé èíòåðâàë.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè

∞∫
1

u du

ϕ(u)
= ∞, òî áóäåì ãîâîðèòü ÷òî

ôóíêöèÿ f
(
x, u,

du

dx

)
ïðèíàäëåæèò êëàññó ôóíêöèé Íàãóìî.

Ýòîìó êëàññó ïðèíàäëåæàò ôóíêöèè, ðàñòóùèå ïðè
∣∣∣du
dx

∣∣∣ → ∞ íå

áûñòðåå, ÷åì
∣∣∣du
dx

∣∣∣2.
Äëÿ çàäà÷è (14), (2) ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ íèæíåãî è âåðõíåãî ðåøåíèé

(îïðåäåëåíèå, àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèþ 1), è èìååò ìåñòî òåîðåìà î ñó-
ùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 2, íî ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíê-

öèÿ f
(
x, u,

du

dx

)
ïðèíàäëåæàò êëàññó Íàãóìî.

�2. Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó (u � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, ε > 0 � ìàëûé
ïàðàìåòð) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà:

ε2d
2u

dx2
= f(x, u, ε), 0 < x < 1 ; (1)

du

dx
(0, ε) = ν0,

du

dx
(1, ε) = ν1 . (2)

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
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Óñëîâèå 1. Ôóíêöèÿ f(x, u, ε) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ â îáëàñòè
D = {(x, u, ε) : x ∈ [0, 1], u ∈ I, ε ∈ [0, ε0]}, I � íåêîòîðûé èíòåðâàë,
ε0 > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Èìåÿ â âèäó ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè ïðîèç-
âîëüíîãî ïîðÿäêà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),(2), áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèþ
f(x, u, ε) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé â îáëàñòè D.

Óñëîâèå 2. Âûðîæäåííîå óðàâíåíèå

f(x, u, 0) = 0

èìååò êîðåíü u = ϕ(x), òàêîé, ÷òî ϕ(x) ∈ I ïðè x ∈ [0, 1].

Óñëîâèå 3. fu(x) := fu(x, ϕ(x), 0) > 0 ïðè x ∈ [0, 1].
Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ áóäåò äîêàçàíî (ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ìå-

òîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ), ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε çà-
äà÷à (1), (2) èìååò ðåøåíèå u(x, ε), îòëè÷àþùååñÿ îò êîðíÿ ϕ(x)
âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà O(ε) íà âñåì îòðåçêå
x ∈ [0, 1], ò.å.

u(x, ε) = ϕ(x) +O(ε), x ∈ [0, 1] .

Èç íàïèñàííîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå:

lim
ε→0

u(x, ε) = ϕ(x), x ∈ [0, 1] .

Ðèñ. 4.1

Çàìå÷àíèå. Âûðîæäåííîå óðàâíåíèå f(x, u, 0) = 0 ìîæåò èìåòü
íåñêîëüêî êîðíåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 3 (íà ðèñóíêå 4.1 ýòî ϕ1(x)
è ϕ3(x)). Äëÿ êàæäîãî òàêîãî êîðíÿ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ui(x, ε) çà-
äà÷è (1), (2), óäîâëåòâîðÿþùåå ïðåäåëüíîìó ðàâåíñòâó

lim
ε→0

ui(x, ε) = ϕi(x), x ∈ [0, 1], i = 1, 3 .
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Â ýòîì ñîñòîèò ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå êðàåâûõ çàäà÷ îò çàäà÷è Êîøè.
Äëÿ ðåøåíèÿ u(x, ε) áóäåò ïîñòðîåíî òàêæå ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå

ðàçëîæåíèå â âèäå

u(x, ε) = u(x, ε) + Π(ξ, ε) + Π̃(ξ̃, ε) , (3)

ãäå

u(x, ε) =
∞∑
i=0

εiui(x)

� ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ,

Π(ξ, ε) =
∞∑
i=0

εiΠi(ξ), ξ =
x

ε

� ïîãðàíñëîéíûé ðÿä, èãðàþùèé ðîëü â îïèñàíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â
îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0,

Π̃(ξ̃, ε) =
∞∑
i=0

εiΠ̃i(ξ̃), ξ̃ =
1− x
ε

� ïîãðàíñëîéíûé ðÿä, èãðàþùèé ðîëü â îïèñàíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â
îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 1.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ui(x) è Πi(ξ), Π̃i(ξ̃) ðåãóëÿðíîãî è
ïîãðàíñëîéíûõ ðÿäîâ ïîäñòàâèì èñêîìîå ðàçëîæåíèå (3) â óðàâíåíèå (1)

è çàìåíèì f(x, u+ Π + Π̃, ε) ñóììîé f + Πf + Π̃f , ãäå

f = f
(
x, u(x, ε), ε

)
,

Πf = f
(
εξ, u(εξ, ε) + Π(ξ, ε), ε

)
− f

(
εξ, u(εξ, ε), ε

)
,

Π̃f = f
(
1− εξ̃, u(1− εξ̃, ε) + Π̃(ξ̃, ε), ε

)
.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî

ε2d
2u

dx2
+
d2Π

dξ2
+
d2Π̃

dξ̃2
= f + Πf + Π̃f

ðàçäåëèì íà òðè ðàâåíñòâà äëÿ ðåãóëÿðíîé è äâóõ ïîãðàíñëîéíûõ ÷àñòåé
àñèìïòîòèêè

ε2d
2u

dx2
= f, x ∈ [0, 1];

d2Π

dξ2
= Πf, ξ > 0;

d2Π̃

dξ̃2
= Π̃f, ξ̃ > 0. (4)
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Ïîäñòàâèì â ýòè ðàâåíñòâà âìåñòî u, Π, Π̃ èõ èñêîìûå ðàçëîæåíèÿ
ïî ñòåïåíÿì ε è ðàçëîæèì (ôîðìàëüíî) ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ â ðÿäû
ïî ñòåïåíÿì ε:

f =
∞∑
i=0

εif i, Πf =
∞∑
i=0

εiΠif, Π̃f =
∞∑
i=0

εiΠ̃if.

Ïðèðàâíèâàÿ òåïåðü ÷ëåíû ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè ε â îáåèõ ÷à-
ñòÿõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷àåì òðè ñåðèè óðàâíåíèé:

f 0 = 0, f 1 = 0, f i =
d2ui−2

dx2
, x ∈ [0, 1], i = 2, 3, . . . (5)

d2Πi

dξ2
= Πif, ξ > 0;

d2Π̃i

dξ2
= Π̃if, ξ̃ > 0, i = 0, 1, 2, . . . (6)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé Πi(ξ) è Π̃i(ξ) ïîíàäîáÿòñÿ
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (3) äëÿ u(x, ε) â ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ (2), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

du

dx
(0, ε) +

1

ε

dΠ

dξ
(0, ε)− 1

ε

dΠ̃

dξ

(1

ε
, ε
)

= ν0 ,

du

dx
(1, ε) +

1

ε

dΠ

dξ

(1

ε
, ε
)
− 1

ε

dΠ̃

dξ
(0, ε) = ν1 .

(7)

Ïîäñòàâèì â ýòè ðàâåíñòâà âìåñòî ū, Π, è Π̃ èõ èñêîìûå ðàç-
ëîæåíèÿ è ïðèðàâíÿåì ÷ëåíû ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè ε â îáåèõ ÷à-
ñòÿõ ðàâåíñòâ. Çàáåãàÿ âïåðåä, îòìåòèì, ÷òî âñå ôóíêöèè Πi(ξ) è

Π̃i(ξ̃) è èõ ïðîèçâîäíûå áóäóò èìåòü ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè òèïà
|Πi(ξ)| ≤ c e−κξ, è ïîýòîìó Πi(1/ε) = O

(
e−

κ
ε

)
= o(εN), è òàêæå

Π̃i(1/ε) = o(εN) äëÿ ëþáîãî N , ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûìè

1

ε

dΠ

dξ

(1

ε
, ε
)

è
1

ε

dΠ̃

dξ

(1

ε
, ε
)

â ëåâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (7).

Ïðèìåíèâ ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó, ïîëó÷èì:

dΠ0

dξ
(0) = 0,

dΠ1

dξ
(0) = ν0 −

du0

dx
(0),

dΠi

dξ
(0) = −dui−1

dx
(0) ,

i = 2, 3, . . . ; (8)

dΠ̃0

dξ̃
(0) = 0,

dΠ̃1

dξ̃
(0) = −ν1 +

du0

dx
(1),

dΠ̃i

dξ̃
(0) =

dui−1

dx
(1) ,

i = 2, 3, . . . .
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Ê ýòèì óñëîâèÿì äîáàâèì ñòàíäàðòíûå óñëîâèÿ ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ
ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé íà áåñêîíå÷íîñòè:

Πi(∞) = 0, Π̃i(∞) = 0, i = 0, 1, 2, . . . (9)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîöåäóðó ïîñëåäîâàòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ÷ëå-
íîâ àñèìïòîòèêè. Èç (5) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ u0(x):

f 0 := f
(
x, u0(x), 0

)
= 0 .

Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ âîçüìåì ôóíêöèþ u0(x) = ϕ(x),
îïðåäåëåííóþ óñëîâèåì 2.

Âòîðîå óðàâíåíèå èç (5) â ðàçâåðíóòîé çàïèñè èìååò âèä

f 1 := fu(x)u1 + f ε(x) = 0,

ãäå fu(x) := fu
(
x, ϕ(x), 0

)
> 0 ïðè x ∈ [0, 1] (ñì. óñëîâèå 3),

f ε(x) = fε
(
x, ϕ(x), 0

)
. Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì:

u1 = −f ε(x) · f−1

u (x) .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèè ui(x), i = 2, 3, . . . èç
ïîñëåäóþùèõ óðàâíåíèé (5).

Èç (6) ïðè i = 0 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Π0(ξ):

d2Π0

dξ2
= Π0f := f

(
0, ϕ(0) + Π0, 0

)
− f

(
0, ϕ(0), 0

)
, ξ > 0 ,

à èç (8) è (9) ñëåäóþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

dΠ0

dξ
(0) = 0, Π0(∞) = 0 .

Î÷åâèäíî, ÷òî Π0(ξ) = 0 ïðè ξ ≥ 0, è òàêèì æå îáðàçîì ïîëó÷àåì

Π̃0(ξ̃) = 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà ïîãðàíè÷íûå
ôóíêöèè â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.

Ïðè i = 1 èç (6) èìååì óðàâíåíèå äëÿ Π1(ξ):

d2Π1

dξ2
= Π1f := f̄u(0) · Π1, ξ > 0,

à èç (8) è (9) ñëåäóþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

dΠ1

dξ
(0) = ν0 −

du0

dx
(0), Π1(∞) = 0.
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Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è çàïèøåì â âèäå

Π1(ξ) =
γ0

k0
· e−k0ξ, ξ ≥ 0,

ãäå

γ0 =
du0

dx
(0)− ν0, k0 =

√
fu(0) > 0 .

Ôóíêöèÿ Π1(ξ) èìååò, î÷åâèäíî, ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó∣∣Π1(ξ)
∣∣ ≤ c e−κξ, ξ ≥ 0, (10)

ãäå c è κ çäåñü è äàëåå � ïîäõîäÿùèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, íå
çàâèñÿùèå îò ε. Â ðàçíûõ îöåíêàõ òàêîãî òèïà ýòè ÷èñëà ìîãóò áûòü
ðàçíûìè, íî äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè áóäåì îáîçíà÷àòü èõ îäíèìè è òåìè
æå áóêâàìè c è κ.

Òàêèì æå îáðàçîì íàõîäèì

Π̃1(ξ̃) =
γ1

k1
· e−k1ξ̃, ξ̃ ≥ 0,

ãäå

γ1 = ν1 −
du0

dx
(1), k1 =

√
fu(1) > 0 .

Ôóíêöèÿ Π̃1(ξ̃) èìååò, î÷åâèäíî, îöåíêó òèïà (10).
Ïðè i ≥ 2 äëÿ Πi(ξ) èç (6), (8) è (9) ïîëó÷àåì çàäà÷ó

d2Πi

dξ2
= Πif := fu(0) · Πi + πi(ξ), ξ > 0 ;

dΠi

dξ
(0) = −dui−1

dx
(0), Πi(∞) = 0 ,

ãäå πi(ξ) ðåêóððåíòíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Πj(ξ) ñ íîìåðàìè
j < i è èìååò îöåíêó òèïà (10), åñëè òàêóþ æå îöåíêó èìåþò ôóíêöèè
Πj(ξ) ïðè j < i.

Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ Πi(ξ) íåòðóäíî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå, îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî Πi(ξ) èìååò îöåíêó òèïà (10).

Òàêèì æå îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèè Π̃i(ξ̃) ïðè i ≥ 2. Îíè òàê-
æå íàõîäÿòñÿ â ÿâíîì âèäå è èìåþò îöåíêè òèïà (10). Èòàê, ðÿä (3)
ïîëíîñòüþ ïîñòðîåí.

Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1�3, òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìà-
ëûõ ε êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) èìååò ðåøåíèå u(x, ε), äëÿ êîòîðîãî
ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

u(x, ε) = Un(x, ε) +O(εn+1), x ∈ [0, 1] , (11)
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ãäå

Un(x, ε) =
n∑
i=0

[
ui(x) + Πi

(
x

ε

)
+ Π̃i

(
1− x
ε

)]
(12)

� ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïðèìåíèì àñèìïòî-
òè÷åñêèé ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ. Ñ ýòîé öåëüþ, èñïîëüçóÿ
ïîñòðîåííûé ðÿä (3), ñêîíñòðóèðóåì íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ çàäà÷è
(1),(2) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì

U(x, ε) = Un(x, ε)−εn+1z(x, ε), U(x, ε) = Un(x, ε)+εn+1z(x, ε) , (13)

ãäå ôóíêöèÿ Un(x, ε) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (12),

z(x, ε) = M + exp

(
− kx

ε

)
+ exp

(
− k(1− x)

ε

)
, (14)

M è k � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà (íå çàâèñÿùèå îò ε), âûáîð êîòîðûõ óòî÷-
íèì íèæå.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ÷èñëà M è k ìîæíî âûáðàòü
òàê, ÷òî ôóíêöèè U(x, ε) è U(x, ε) áóäóò íèæíèì è âåðõíèì ðåøåíèÿ-
ìè çàäà÷è (1),(2), ò.å. áóäóò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì (5) èç �1 (ïðè

ýòîì íóæíî ó÷åñòü, ÷òî â íàøåé çàäà÷å Lεu = ε2d
2u

dx2
− f(x, u, ε) ) è

íåðàâåíñòâàì (13) èç �1.
Íà÷íåì ñ ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ (13) èç �1. Â ñèëó (8)

èìååò ìåñòî
dUn
dx

(0, ε) = ν0 + εn
dun
dx

(0),

à èç ôîðìóëû (14) ñëåäóåò, ÷òî

dz

dx
(0, ε) = −k

ε

[
1− exp

(
− k

ε

)]
.

Ïîýòîìó

dU

dx
(0, ε) = ν0 + εn

[
dun
dx

(0) + k
(
1− e−

k
ε

)]
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì k ñóììà, çàêëþ÷åííàÿ â êâàä-

ðàòíûå ñêîáêè, ïîëîæèòåëüíà è, ñëåäîâàòåëüíî,
dU

dx
(0, ε) > ν0, ò.å. âû-

ïîëíåíî ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (13) â �1. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
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ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì k âûïîëíÿþòñÿ è îñòàëüíûå íåðàâåíñòâà â (13)
èç �1.

Ïåðåéäåì ê ïðîâåðêå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ (5) èç ïàðàãðàôà 1. Â
ñèëó óðàâíåíèé (5), (6) äëÿ ôóíêöèè Un(x, ε) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

LεUn := ε2d
2Un
dx2

− f(x, Un, ε) = O(εn+1), x ∈ (0, 1).

Ïîýòîìó

LεU = ε2d
2U

dx2
− f(x, U, ε) =

[
ε2d

2Un
dx2

− f(x, Un, ε)

]
−

− ε2 d
2

dx2

(
εn+1z(x, ε)

)
+

[
f(x, Un, ε)− f(x, Un − εn+1z, ε)

]
=

= O

(
εn+1

)
− εn+1k2

[
exp

(
− kx

ε

)
+

+ exp

(
− k(1− x)

ε

)]
+ f ∗u · εn+1z(x, ε) ,

ãäå ïðîèçâîäíàÿ f ∗u áåðåòñÿ â òî÷êå
(
x, UN − Θεn+1z, ε

)
, Θ � íåêîòîðîå

÷èñëî èç èíòåðâàëà 0 < Θ < 1.
Òàê êàê

Un −Θεn+1z = u0(x) +O(ε) ,

òî f ∗u = fu(x) +O(ε) è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó óñëîâèÿ 3 äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ε âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f ∗u ≥ κ > 0.

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî z(x, ε) > M , ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

LεU > εn+1

[
O(1)−O(k2) + κM

]
.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì M ñóììà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïîëîæè-
òåëüíà, è, çíà÷èò, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε è äîñòàòî÷íî áîëüøîãî M
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

LεU > 0, 0 < x < 1 ,

ò.å. âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (5) èç îïðåäåëåíèÿ 1 äëÿ íèæíåãî ðåøåíèÿ.
Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε è äîñòàòî÷íî

áîëüøîãîM ôóíêöèÿ U(x, ε), îïðåäåëåííàÿ â (13 ), óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó (5) èç �1 äëÿ âåðõíåãî ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè U(x, ε)
è U(x, ε) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε è äîñòàòî÷íî áîëüøèõM è k ÿâëÿþòñÿ
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íèæíèì è âåðõíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (1),(2). Óïîðÿäî÷åííîñòü U è U
î÷åâèäíà:

U(x, ε) < U(x, ε), 0 < x < 1 .

Â ñèëó òåîðåìû Íàãóìî çàäà÷à (1),(2) èìååò ðåøåíèå u(x, ε), óäîâëå-
òâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì

U(x, ε) ≤ u(x, ε) ≤ U(x, ε), 0 ≤ x ≤ 1 ,

Èç âèäà (13) ôóíêöèé U è U ñëåäóåò, ÷òî

U(x, ε) = Un(x, ε) +O(εn+1), U(x, ε) = Un(x, ε) +O(εn+1) .

Ïîýòîìó òàêîå æå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ ðåøåíèÿ
u(x, ε), ò.å. ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (11). Òåîðåìà 3 äîêàçàíà .

Çàäà÷à.

Çàäà÷à 4.2.1.
à) Ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 3 è ïîñòðîéòå àñèìïòî-

òèêó âèäà (11) ïðè n = 1 (ò.å., ñ òî÷íîñòüþ O(ε2) ) äëÿ ðåøåíèÿ u(x, ε)
êðàåâîé çàäà÷è

ε2 d
2u

dx2
= −u(1 + sin x− u) + εu, 0 < x < π ;

du

dx

∣∣∣∣
x=π

=
1

2
,

du

dx

∣∣∣∣
x=π

= 2.

á) Èçîáðàçèòå ãðàôèêè ôóíêöèé u = U1(x, ε) è u = ū0(x).

�3. Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå

Ðàññìîòðèì äâóõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ òîãî æå óðàâíåíèÿ, ÷òî
è â �2:

ε2d
2u

dx2
= f(x, u, ε), x ∈ [0, 1] , (1)

íî òåïåðü ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå

u(0, ε) = u0, u(1, ε) = u1. (2′)

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1�3 èç �2, à òàêæå ñëåäóþùåå óñëîâèå,
ñâÿçàííîå ñ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè u0 è u1.
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Óñëîâèå 4.

ν∫
ϕ(0)

f(0, u, 0)du > 0 ïðè âñåõ ν ∈ (ϕ(0), u0], ëèáî u0 = ϕ(0); (3)

ν∫
ϕ(1)

f(1, u, 0)du > 0 ïðè âñåõ ν ∈ (ϕ(1), u1], ëèáî u1 = ϕ(1) .

Çäåñü ϕ(0) è ϕ(1) � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u = ϕ(x) (êîðíÿ âûðîæ-
äåííîãî óðàâíåíèÿ f(x, u, 0) = 0) â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ x = 0 è x = 1.
Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, óñëîâèå 4 îçíà÷àåò, ÷òî ãðàíè÷íûå çíà-
÷åíèÿ u0 è u1 ïðèíàäëåæàò îáëàñòè âëèÿíèÿ (ïðèòÿæåíèÿ) êîðíÿ
u = ϕ(x).

Ðèñ. 4.2

Ïðèìåð. Íà ðèñóíêå 4.2 èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè f(0, u, 0). Íà
îñè u îòìå÷åíû òî÷êè ν1 è ν2 òàêèå, ÷òî

νi∫
ϕ(0)

f(0, u, 0)du = 0, i = 1, 2.

Äëÿ ëþáîãî u0 ∈ (ν1, ν2) âûïîëíåíî óñëîâèå (3).
Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2 ′) ñíîâà áóäåì

ñòðîèòü â âèäå:

u(x, ε) = u(x, ε) + Π(ξ, ε) + Π̃(ξ̃, ε), (4)

ãäå ξ =
x

ε
è ξ̃ =

1− x
ε

� ïîãðàíñëîéíûå ïåðåìåííûå.
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Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòèêè

u(x, ε) =
∞∑
i=0

εiui(x)

îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê â �2; â ÷àñòíîñòè u0(x) = ϕ(x).
Óðàâíåíèå äëÿ Π0(ξ) � ãëàâíîãî ÷ëåíà ïîãðàíñëîéíîãî ðÿäà

Π(ξ, ε) =
∞∑
i=0

εiΠi(ξ)

� èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â �2

d2Π0

dξ2
= f

(
0, ϕ(0) + Π0, 0

)
, ξ > 0 , (5)

íî ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðè ξ = 0 ñëåäóåò òåïåðü èç ðàâåíñòâà

u(0, ε) + Π(0, ε) =
∞∑
i=0

εi
[
ui(0) + Πi(0)

]
= u0

è ïîýòîìó èìååò âèä

Π0(0) = u0 − u0(0) = u0 − ϕ(0) . (6)

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ âîçüìåì, êàê è â �2 óñëîâèå
ñòðåìëåíèÿ Π0(ξ) ê íóëþ ïðè ξ → +∞

Π0(+∞) = 0 . (7)

Äîêàæåì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ (3) çàäà÷à (5), (7) èìååò åäèíñòâåííîå
ìîíîòîííîå íà ïîëóïðÿìîé 0 ≤ ξ < +∞ ðåøåíèå Π0(ξ), ïðè÷åì äëÿ
Π0(ξ) ñïðàâåäëèâà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà:

|Π0(ξ)| ≤ c e−κξ, ξ ≥ 0 . (8)

Ïîëîæèâ
dΠ0

dξ
= Q, çàìåíèì óðàâíåíèå (5) ñèñòåìîé äâóõ óðàâíåíèé

ïåðâîãî ïîðÿäêà

dΠ0

dξ
= Q,

dQ

dξ
= f(0, ϕ(0) + Π0, 0) (9)

è ðàññìîòðèì ôàçîâóþ ïëîñêîñòü ñèñòåìû (9). Òî÷êà (Π0, Q) = (0, 0) íà
ôàçîâîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ ñèñòåìû (9).
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Êîðíè ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ∣∣∣∣ −λ 1
fu(0, ϕ(0), 0) −λ

∣∣∣∣ = λ2 − fu(0) = 0

ðàâíû ±
√
fu(0), ïîýòîìó òî÷êà ïîêîÿ (Π0 = 0, Q = 0) ñèñòåìû (9) ÿâ-

ëÿåòñÿ ñåäëîì.
Èç ýòîé ñèñòåìû ñëåäóåò óðàâíåíèå

dQ

dΠ0
=
f(0, ϕ(0) + Π0, 0)

Q
,

èíòåãðèðóÿ êîòîðîå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

Q2 = 2

Π0∫
0

f(0, ϕ(0) + s, 0)ds+ c ,

ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïðè c = 0 óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

Q = ±

√√√√√2

Π0∫
0

f(0, ϕ(0) + s, 0)ds =: ±F (Π0). (10)

Ðèñ. 4.3

Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ñåïàðàòðèñû � ôàçîâûå êðèâûå, âõîäÿ-
ùèå â òî÷êó ïîêîÿ (Π0 = 0, Q = 0) è âûõîäÿùèå èç íåå. Äëÿ ôóíê-
öèè f(0, u, 0), èìåþùèé âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 4.2, ñåïàðàòðèñû
(10) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 4.3. Ñòðåëêè óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ
òî÷êè ïî ñåïàðàòðèñå ñ ðîñòîì ïåðåìåííîé ξ.

Â ñèëó óñëîâèÿ (3) íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Π0(ξ), ò.å. ÷èñëî
Π0(0) = u0 − ϕ(0), ëåæèò â èíòåðâàëå (ν1 − ϕ(0), ν2 − ϕ(0)).
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Åñëè u0 − ϕ(0) > 0, òî ðåøåíèå ñèñòåìû (9) ñ íà÷àëüíûì óñëîâè-
åì Π0(0) = u0 − ϕ(0), Q(0) = Q0, ãäå Q0 � îðäèíàòà òî÷êè A
(ñì. ðèñ. 4.3), èçîáðàæàåòñÿ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè îòðåçêîì AO ñåïà-
ðàòðèñû, ïðè ýòîì Π0(ξ) ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì ξ è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (7): Π0(∞) = 0. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (9) èìååò
âòîðîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (6) è (7), îíî èçîáðàæàåò-
ñÿ îòðåçêîì ñåïàðàòðèñû, íà÷èíàþùèìñÿ â òî÷êå A1, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç
òî÷êó A è âõîäÿùèì â òî÷êó ïîêîÿ ïðè ξ → ∞, íî ïðè ýòîì Π0(ξ) íå
ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé ξ íà âñåì ïðîìåæóòêå 0 ≤ ξ < +∞.

Åñëè u0 − ϕ(0) < 0, òî ìîíîòîííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5), (7) äàåò Π0 �
êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (9), íà÷àëüíîé òî÷êîé êîòîðîãî íà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ òî÷êà B (ñì. ðèñ 4.3).

Íàêîíåö, åñëè u0 − ϕ(0) = 0, òî Π0(ξ) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèè (3) çàäà÷à (5) - (7) èìååò åäèíñòâåííîå

ìîíîòîííîå ðåøåíèå Π0(ξ).
Äîêàæåì, ÷òî äëÿ Π0(ξ) ñïðàâåäëèâà îöåíêà (8). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè

ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà u0−ϕ(0) > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìîíîòîííîå ðåøå-
íèå çàäà÷è (5)-(7) áóäåò óáûâàþùèì, ïîýòîìó â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

(10) âîçüìåì −F (Π0) è, çàìåíèâ Q íà
dΠ0

dξ
, ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

dΠ0

dξ
= −F (Π0), ξ > 0 .

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Π0(0) = u0 −
ϕ(0) =: Π0, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

Π0(ξ)∫
Π0

ds

F (s)
= −ξ , (11)

êîòîðîå íåÿâíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò èñêîìóþ ôóíêöèþ Π0(ξ).
Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

F ′(0) =

√
fu(0),

è òàê êàê fu(0) > 0 è F (s) > 0 ïðè 0 < s ≤ u0 − ϕ(0), òî ñóùåñòâóåò
÷èñëî κ > 0 òàêîå, ÷òî

F (s) ≥ κs ïðè 0 ≤ s ≤ u0 − ϕ(0) .
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Ïîýòîìó èç óðàâíåíèÿ (11) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

Π0(ξ)∫
Π0

ds

κs
≤ −ξ ,

ò.å. ln Π0(ξ)− ln Π0 ≤ −κξ, îòêóäà äëÿ Π0(ξ) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
òèïà (8)

Π0(ξ) ≤ Π0 exp(−κξ), ξ ≥ 0 .

Äëÿ ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé Πi(ξ), i = 1, 2, . . . ïîëó÷àþòñÿ çàäà÷è

d2Πi

dξ2
= fu(ξ)Πi + πi(ξ), ξ > 0 ;

Πi(0) = −ui(0), Πi(∞) = 0 ,

(12)

ãäå fu(ξ) := fu
(
0, ϕ(0) + Π0(ξ), 0

)
, à ôóíêöèè πi(ξ) ðåêóððåíòíî âûðàæà-

þòñÿ ÷åðåç Πj(ξ) ñ íîìåðàìè j < i è èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè
òèïà (8), åñëè òàêèå æå îöåíêè èìåþò ôóíêöèè Πj(ξ) ïðè j < i.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ (12) ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå:

Πi(ξ) = −Φ(ξ)Φ−1(0)ui(0) + Φ(ξ)

ξ∫
0

Φ−2(s)

s∫
∞

Φ(t)πi(t) dt ds , (13)

ãäå

Φ(ξ) =
dΠ0

dξ
(ξ) = −F

(
Π0(ξ)

)
.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (10) äëÿ F (Π0), íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî Φ(ξ)
èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó òèïà (8), à ÿâíîå âûðàæåíèå (13) äàåò
âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü òàêóþ æå îöåíêó äëÿ Πi(ξ).

×ëåíû Π̃i(ξ̃) ïîãðàíñëîéíîãî ðÿäà

Π̃i(ξ̃, ε) =
∞∑
i=0

εiΠ̃i(ξ̃)

îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ôóíêöèÿì Πi(ξ) è èìåþò àíàëîãè÷íûå ýêñïî-
íåíöèàëüíûå îöåíêè.

Èòàê, ìû ðàññìîòðåëè àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü ÷ëåíû ðÿ-
äà (4) äî ëþáîãî íîìåðà n âêëþ÷èòåëüíî. Êàê è ðàíåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç
Un(x, ε) ÷àñòè÷íóþ ñóììó ýòîãî ðÿäà (ñì. âûðàæåíèå (12) â �2). Îòìåòèì,
÷òî äëÿ Un(x, ε) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà:

LεUn := ε2d
2Un
dx2

− f(x, Un(x, ε), ε) = O(εn+1), 0 < x < 1, (14)
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Un(0, ε) = u0 +
n∑
i=0

εiΠ̃i

(1

ε

)
= u0 + o(εN),

Un(1, ε) = u1 + o
(
εN
)
,

(15)

ãäå N � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Ðàâåíñòâî (14) ñëåäóåò èç ñàìîãî àëãîðèòìà ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé äëÿ

÷ëåíîâ ðÿäà (4), à ðàâåíñòâà (15) ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî N > 0 â ñèëó

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ôóíêöèé Πi(ξ) è Π̃i(ξ̃) â òî÷êàõ ξ = 0 è ξ̃ = 0
(ñì.(6) è (12)) è ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê äëÿ ýòèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 4. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1�4, òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìà-
ëûõ ε çàäà÷à (1), (2 ′) èìååò ðåøåíèå u(x, ε), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

u(x, ε) = Un(x, ε) +O(εn+1), x ∈ [0, 1], (16)

ãäå Un(x, ε) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñ ïîìîùüþ
àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ, ò.å. ïóòåì ïî-
ñòðîåíèÿ íèæíåãî è âåðõíåãî ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2 ′), èñïîëüçóÿ ðÿä
(4).

Íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ ïîñòðîèì â âèäå

U(x, ε) = Un(x, ε)− εn+1z(x, ε), U(x, ε) = Un(x, ε) + εn+1z(x, ε) , (17)

íî ôóíêöèþ z(x, ε) âîçüìåì îòëè÷íîé îò z(x, ε) èç �2, à èìåííî

z(x, ε) = M + P
(x
ε

)
+ P̃

(1− x
ε

)
,

ãäå M � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò ε, à P (ξ) è P̃ (ξ̃) � íåîò-
ðèöàòåëüíûå ôóíêöèè, âûáîð êîòîðûõ ñäåëàåì íèæå, ïðè÷åì òàê, ÷òî
îíè áóäóò ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàòü ïðè ξ →∞ è ξ̃ →∞. Çàìåòèì, ÷òî
z(x, ε) > 0 ïðè x ∈ [0, 1], ïîýòîìó

U(x, ε) ≤ U(x, ε), x ∈ [0, 1] ,

à â ñèëó (15) ôóíêöèè U(x, ε) è U(x, ε) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε óäîâëå-
òâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

U(0, ε) < u0 < U(0, ε), U(1, ε) < u1 < U(1, ε) ,

ò.å. äëÿ ôóíêöèé U(x, ε) è U(x, ε) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (6) èç îïðåäå-
ëåíèÿ íèæíåãî è âåðõíåãî ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è â �1.
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Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìîæíî âûáðàòü ÷èñëîM è ôóíêöèè P (ξ) è P̃ (ξ̃)
òàê, ÷òî ôóíêöèè U(x, ε) è U(x, ε), îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè (17), áóäóò
óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì

LεU := ε2d
2U

dx2
− f

(
x, U(x, ε), ε

)
≥ 0 ≥ LεU, 0 < x < 1. (18)

Òåì ñàìûì áóäóò âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (5) èç îïðåäåëåíèÿ 1 â �1,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè U(x, ε) è U(x, ε) áóäóò óïîðÿäî÷åííûìè íèæ-
íèì è âåðõíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (1), (2 ′).

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå LεU è ïðåîáðàçóåì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

LεU = ε2d
2U

dx2
− f(x, U(x, ε), ε) =

[
ε2d

2Un
dx2

− f(x, Un, ε)

]
−

− εn+1

(
d2P

dξ2
+
d2P̃

dξ̃2

)
−
{
f(x, U, ε)− f(x, Un, ε)

}
.

Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íå çàâèñèò îò M , P
(
ξ
)
, P̃

(
ξ̃
)
è

ðàâíî O
(
εn+1

)
(ñì. (14)), à âûðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ðàññìîòðèì

ðàçäåëüíî íà ïðîìåæóòêàõ 0 < x ≤ 1
2 è 1

2 ≤ x < 1.
Íà ïðîìåæóòêå 0 < x ≤ 1

2 , èìåÿ â âèäó ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó

P̃
(
ξ̃
)
≤ c e−κξ̃ = c eκ

x−1
ε ,

ïîëó÷àåì P̃
(
x−1
ε

)
= o
(
εN
)
äëÿ ëþáîãî N > 0. Ïîýòîìó

−
{
f(x, U, ε)−f(x, Un, ε)

}
= −

{
fu(x, Un, ε)(U−Un)+O

(
(U−Un)2

)}
=

=

[
fu

(
x, ϕ(x) + Π0

(x
ε

)
, 0
)

+O(ε)

]
· εn+1

(
M + P (ξ)

)
+O(ε2n+2) =

=
{
fu
(
x, ϕ(x), 0

)
+fu

[(
εξ, ϕ(εξ)+Π0(ξ), 0

)
−fu

(
εξ, ϕ(εξ), 0

)]}
·εn+1M+

+ fu
(
εξ, ϕ(εξ) + Π0(ξ), 0

)
· εn+1P (ξ) +O(εn+2) =

{
εn+1fu(x)M+

+ εn+1
[
fu
(
0, ϕ(0) + Π0(ξ), 0

)
− fu

(
0, ϕ(0), 0

)
+O(εξ)Π0(ξ)

]
M
}

+

+ εn+1
[
fu
(
0, ϕ(0) + Π0(ξ), 0

)
+O(εξ)

]
P (ξ) +O(εn+2) =

= εn+1fu(x)M + εn+1
[
fu(ξ)− fu(0)

]
M + εn+1fu(ξ)P (ξ) +O(εn+2) .

Çäåñü èñïîëüçîâàíû ââåäåííîå ðàíåå îáîçíà÷åíèå

fu(ξ) := fu
(
0, ϕ(0) + Π0(ξ), 0

)
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è ðàâåíñòâî εn+1O(εξ)P (ξ) = O(εn+2), ñïðàâåäëèâîå â ñèëó òîãî, ÷òî
ôóíêöèÿ P (ξ) áóäåò èìåòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó.

Êðîìå òîãî, ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàâåíñòâîì

fu
(
εξ, ϕ(εξ) + Π0(ξ), 0

)
− fu

(
εξ, ϕ(εξ), 0

)
=

= fu
(
0, ϕ(0) + Π0(ξ), 0

)
− fu

(
0, ϕ(0), 0

)
+O(εξ)Π0(ξ) .

Äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî:

fu
(
εξ, ϕ(εξ) + Π0(ξ), 0

)
− fu

(
εξ, ϕ(εξ), 0

)
=

=

1∫
0

fuu
(
εξ, ϕ(εξ) + sΠ0(ξ), 0

)
ds · Π0(ξ) =

=

1∫
0

(
fuu
(
0, ϕ(0) + sΠ0(ξ), 0

)
+O(εξ)

)
ds · Π0(ξ) =

=

1∫
0

fuu
(
0, ϕ(0) + sΠ0(ξ), 0

)
ds · Π0(ξ) +O(εξ) · Π0(ξ) =

= fu
(
0, ϕ(0) + Π0(ξ), 0

)
− fu

(
0, ϕ(0), 0

)
+O(εξ) · Π0(ξ) .

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå O(εn+2) çàâèñèò îò M .

Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà, à òàêæå ðàâåíñòâ (14) è
d2P̃

dξ̃2
= o(εN),

âûðàæåíèå äëÿ LεU íà ïðîìåæóòêå 0 < x ≤ 1
2 çàïèøåì â âèäå

LεU = O(εn+1) + εn+1fu(x)M−

− εn+1

[
d2P

dξ2
− fu(ξ)P −

(
fu(ξ)− fu(0)

)
M

]
+O(εn+2) .

Îïðåäåëèì òåïåðü ôóíêöèþ P (ξ) êàê ðåøåíèå çàäà÷è

d2P

dξ2
= fu(ξ)P + g(ξ), ξ > 0; P (0) = 0, P (∞) = 0, (19)

ãäå g(ξ) =
(
fu(ξ) − fu(0)

)
M − Ψ(ξ), à Ψ(ξ) � êàêàÿ-íèáóäü ôóíêöèÿ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì∣∣fu(ξ)− fu(0)
∣∣M ≤ Ψ(ξ) ≤ c e−κξ, ξ ≥ 0 . (20)
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Òàêàÿ ôóíêöèÿ Ψ(ξ) ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó∣∣fu(ξ)− fu(0)
∣∣ ≤ c

∣∣Π0(ξ)
∣∣, ξ ≥ 0 .

Â ñèëó (20) g(ξ) ≤ 0 ïðè ξ ≥ 0. Ïîýòîìó ðåøåíèå P (ξ) çàäà÷è (19),
êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü ïî ôîðìóëå âèäà (13)

P (ξ) = Φ(ξ)

ξ∫
0

Φ−2(s)

s∫
∞

Φ(t)g(t) dt ds , (21)

ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì: P (ξ) ≥ 0 ïðè ξ ≥ 0, è òàê êàê |g(ξ)| ≤ c e−κξ,
òî P (ξ) èìååò òàêóþ æå ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó.

Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (19) âûðàæåíèå äëÿ LεU íà ïðîìåæóòêå
0 < x ≤ 1

2 ìîæíî òåïåðü çàïèñàòü â âèäå

LεU = O(εn+1) + εn+1fu(x)M + εn+1Ψ(ξ) +O(εn+2) . (22)

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ñëàãàåìîå O(εn+1) â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
(22) íå çàâèñèòM , à ñëàãàåìîå O(εn+2) çàâèñèò îòM . Òàê êàê fu(x) > 0,
òî ÷èñëî M ìîæíî âûáðàòü òàêèì, ÷òî ñóììà äâóõ ïåðâûõ ñëàãàåìûõ
â ïðàâîé ÷àñòè (22) áóäåò áîëüøå εn+1 ïðè 0 < x ≤ 1

2 . Ïðè âûáðàííîì
çíà÷åíèèM äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè
(22) áóäåò ìåíüøå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, ÷åì εn+1 è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñóììà ïåðâîãî, âòîðîãî è ïîñëåäíåãî ñëàãàåìûõ áóäåò ïîëîæèòåëüíîé.
Òðåòüå ñëàãàåìîå εn+1Ψ(ξ) ≥ 0, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ψ(ξ) âûáðàíà íåîò-
ðèöàòåëüíîé.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî M è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε
íà ïðîìåæóòêå 0 < x ≤ 1

2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî LεU > 0.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òàêæå

íà ïðîìåæóòêå 1
2 ≤ x < 1. Ïðè ýòîì ôóíêöèè P (ξ) è P̃ (ξ̃) ìåíÿþòñÿ

ðîëÿìè: P (ξ) è
d2P

dξ2
ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà o(εN) äëÿ ëþáîãî

N > 0, à ôóíêöèÿ P̃ (ξ̃) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è

d2P̃

dξ̃2
= f̃u(ξ̃)P̃ + g̃(ξ̃), ξ̃ > 0; P̃ (0) = 0, P̃ (∞) = 0 ,

ãäå

f̃u(ξ̃) = fu
(
1, ϕ(1) + Π̃0(ξ̃), 0

)
, g̃(ξ̃) =

[
f̃u(ξ̃)− fu(1)

]
·M − Ψ̃(ξ̃) .

Ôóíêöèÿ Ψ̃(ξ̃) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì[
f̃u(ξ̃)− fu(1)

]
·M ≤ Ψ̃(ξ̃) ≤ c e−κξ̃
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è ïîòîìó g̃(ξ̃) ≤ 0 ïðè ξ̃ > 0.

Ôóíêöèÿ P̃ (ξ̃) âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé, àíàëîãè÷íîé (21), îíà íåîò-

ðèöàòåëüíà è èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó P̃ (ξ̃) ≤ c e−κξ̃ ïðè
ξ̃ ≥ 0.

Àíàëîãè÷íî (22) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ïðîìåæóòêå 1
2 ≤ x < 1 ñïðà-

âåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

LεU = O(εn+1) + εn+1fu(x)M + εn+1Ψ̃(ξ̃) +O(εn+2) ,

îòêóäà è ñëåäóåò íåðàâåíñòâî LεU > 0 ïðè 1
2 ≤ x < 1.

Èòàê,
LεU > 0 ïðè 0 < x < 1 ,

ò.å. äëÿ U(x, ε) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (18). Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî M è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî (18) äëÿ U(x, ε).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè U(x, ε) è U(x, ε) ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè
íèæíèì è âåðõíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (1), (2 ′), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(x, ε) ýòîé çàäà÷è, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå íåðàâåíñòâàì

U(x, ε) ≤ u(x, ε) ≤ U(x, ε), x ∈ [0, 1] ,

à ïîñêîëüêó U(x, ε) = Un(x, ε) + O(εn+1) è U(x, ε) = Un(x, ε) + O(εn+1)
(ñì. (17)), òî u(x, ε) = Un(x, ε) + O(εn+1), x ∈ [0, 1], ò.å. ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî (16). Òåîðåìà 4 äîêàçàíà .

Çàäà÷à.

Çàäà÷à 4.3.1.
a) Ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 4 è ïîñòðîéòå àñèìïòî-

òèêó âèäà (16) ïðè n = 0 (ò.å., ñ òî÷íîñòüþ O(ε) ) äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è

ε2 d
2u

dx2
= −u · (1 + sin x− u) + εu, 0 < x < π ;

u(0, ε) =
1

2
, u(π, ε) = 2 .

á) Èçîáðàçèòå ãðàôèêè ôóíêöèé u = u(x, ε) è u = u0(x).
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Óêàçàíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷

Ê çàäà÷å 3.2.1 èç �2 Ãëàâû 3.ε
du

dx
= −(u+ x− 2)(u− 2x) + ε(u+ 1), 0 ≤ x ≤ 1;

u(0, ε) = 1 .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: f(x, u, ε) = −(u+ x− 2)(u− 2x) + ε(u+ 1) .

ε = 0 : −(u+ x− 2)(u− 2x) = 0 ⇒ u = 2− x [= ϕ1(x)], u = 2x [= ϕ2(x)] ;

ϕ1(x) = ϕ2(x) ⇔ 2− x = 2x ⇒ x =
2

3
, ϕ1

(2

3

)
= ϕ2

(2

3

)
=

4

3
;

fu(x, u, 0) = −2u+ (x+ 2);

fu
(
x, ϕ1(x), 0

)
= −2 + 3x


< 0, 0 ≤ x <

2

3
,

> 0,
2

3
< x ≤ 1 ;

fu
(
x, ϕ2(x), 0

)
= −3x+ 2


> 0, 0 ≤ x <

2

3
,

< 0,
2

3
< x ≤ 1 ;

fu

(
2

3
, ϕi

(2

3

)
, 0

)
= 0 ;

û(x) =


2− x, 0 ≤ x ≤ 2

3
,

2x,
2

3
≤ x ≤ 1 .

Ðèñ. 5.1
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
dΠ0

dτ
= −Π0(Π0 + 2), τ ≥ 0 ;

Π0(0) = 1− ϕ1(0) = −1.

Π0(τ) = − 2e−2τ

1 + e−2τ
.

Óñëîâèå 6: f̂uu

(2

3

)
= −2 < 0 .

Óñëîâèå 7: û′
(2

3
± 0
)
− f̂ε

(2

3

)
=


−1−

(4

3
+ 1
)
< 0 ,

−
(4

3
+ 1
)
< 0 .

u(x, ε) =


2− x−

2 exp(−2x
ε

)

1 + exp(−2x
ε

)
+O(ε), 0 ≤ x ≤ 2

3
− δ ,

û(x) +O(
√
ε),

2

3
− δ < x ≤ 1 .

Ïðîèçâîäíàÿ
du

dx
(x, ε) îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ãèïåðáîëå Γ : f(x, u, ε) = 0 , ò.å.

−(u + x − 2)(u − 2x) + ε(u + 1) = 0 , ïðè÷åì f(x, u, ε) > 0 ìåæäó âåòâÿìè Γ1 è Γ2

ãèïåðáîëû è f(x, u, ε) < 0 âûøå Γ2 è íèæå Γ1.

Ðèñ. 5.2

Ïîýòîìó ãðàôèê ðåøåíèÿ u = u(x, ε) ïðîõîäèò òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 5.2,
ò.å. íå ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ u = ϕ2(x) = 2x. Åñëè áû òàêîå ïðîèçîøëî â íåêîòîðîé

òî÷êå x0 >
2

3
, òî

du

dx
(x0, ε) =

1

ε
f
(
x0, u(x0, ε), ε

)
=

1

ε
f(x0, 2x0, ε) ≥

4

3
+ 1 > 2 , ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó ϕ′2(x0) = 2.
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Ê çàäà÷å 3.2.2 èç �2 Ãëàâû 3.ε
du

dx
= −(u− 1)(u− 2 sinx) + ε(2u+ x), 0 ≤ x ≤ π

2
;

u(0, ε) = 2 .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: f(x, u, ε) = −(u− 1)(u− 2 sinx) + ε(2u+ x) .

ε = 0 : −(u− 1)(u− 2 sinx) = 0 ⇒ u = 1 [= ϕ1(x)], u = 2 sin x [= ϕ2(x)] ;

ϕ1(x) = ϕ2(x) ⇔ 1 = 2 sinx ⇒ x =
π

6
, ϕ1

(π
6

)
= ϕ2

(π
6

)
= 1 ;

fu(x, u, 0) = −2u+ 1 + 2 sinx ;

fu(x, ϕ1(x), 0) = −1 + 2 sinx


< 0, 0 ≤ x <

π

6
,

> 0,
π

6
< x ≤ π

2
;

fu(x, ϕ2(x), 0) = 1− 2 sinx

> 0, 0 ≤ x <
π

6
,

< 0,
π

6
< x ≤ π

2
;

fu

(
π

6
, ϕi

(π
6

)
, 0

)
= 0 ;

û(x) =


1, 0 ≤ x ≤ π

6
,

2 sinx,
π

6
≤ x ≤ π

2
.

Ðèñ. 5.3
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
dΠ0

dτ
= −Π0(Π0 + 1), τ ≥ 0 ;

Π0(0) = 1 ,
⇒ Π0(τ) =

e−τ

2− e−τ
.

Óñëîâèå 6: f̂uu

(π
6

)
= −2 < 0 .

Óñëîâèå 7: û′
(π

6
± 0
)
− f̂ε

(π
6

)
=


0−

(
2 +

π

6

)
< 0 ,

√
3−

(
2 +

π

6

)
< 0 .

u(x, ε) =


1 +

e−
x
ε

2− e−xε
+O(ε), 0 ≤ x ≤ π

6
− δ ,

û(x) +O(
√
ε),

π

6
− δ < x ≤ π

2
.

Ðèñ. 5.4

Ïðîèçâîäíàÿ
du

dx
(x, ε) îáðàùàåòñÿ â íóëü íà êðèâîé Γ : f(x, u, ε) = 0, ò.å. −(u−

1)(u−2 sinx)+ε(2u+x) = 0 . Êðèâàÿ Γ ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé Γ1 è Γ2 (ñì. ðèñóíîê
5.4):

u =
1

2

(
1 + 2 sinx+ 2ε±

√
(1− 2 sinx)2 + 4ε(x+ 1 + 2 sinx) + 4ε2)

)
⇒

⇒ u
(π

6

)
= 1±

√
ε ·
√

2 +
π

6
+O(ε) .
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Çàìåòèì, ÷òî f(x, u, ε) > 0 ìåæäó âåòâÿìè Γ1 è Γ2 è f(x, u, ε) < 0 âûøå Γ2

è íèæå Γ1. Ïîýòîìó ãðàôèê ðåøåíèÿ u = u(x, ε) íå ìîæåò ïåðåñåêàòü êðèâóþ

u = ϕ2(x) = 2 sinx â òî÷êå (x0, ϕ2(x0)) ïðè x0 >
π

6
, ò.ê. â òàêîé òî÷êå ìû èìåëè áû

du

dx
(x0, ε) =

1

ε
· f
(
x0, ϕ2(x0), ε

)
= 4 sin x0 + x0 > 2 +

π

6
,

à ϕ′2(x0) = 2 cosx0 <
√

3 .

Ê çàäà÷å 3.3.1 èç �3 Ãëàâû 3.ε
du

dx
= −(u− x)2 + ε(u+ 2), 0 ≤ x ≤ 1 ;

u(0, ε) = 1 .

u(x, ε) =
∞∑
i=0

εi/2ui(x) +
∞∑
i=0

εi/2Πi(τ), τ =
x

ε
.

ε
d

dx

(
u0 +

√
εu1 + . . .

)
= −

(
u0 +

√
εu1 + . . .− x

)2
+ ε
(
u0 +

√
εu1 + . . .+ 2

)
;

ε0 : −(u0 − x)2 = 0 ⇒ u0 = x =: ϕ(x) ;

ε1 : 1 = −u2
1 + x+ 2 ⇒ u1 =

√
x+ 1 > 0; u1(0) = 1, u′1(0) =

1

2
;

ε3/2 :
1

2
√
x+ 1

= −2
√
x+ 1 · u2 +

√
x+ 1 ⇒

⇒ u2 =
1

2
− 1

4(x+ 1)
=

2x+ 1

4(x+ 1)
; u2(0) =

1

4
.

d

dτ

(
Π0 +

√
εΠ1 + . . .

)
= −

(
u0(
√
εξ) +

√
εu1(
√
εξ) + . . .+ Π0(τ)+

+
√
εΠ1(τ) + . . .−

√
εξ
)2

+
(√

εu1(
√
εξ) + . . .

)2
+ ε
(
Π0(τ) + . . .

)
=

= −
[(

Π0 +
√
εΠ1 + . . .

)2
+ 2
(√

εu1(
√
εξ) + . . .

)(
Π0 +

√
εΠ1 + . . .

)]
+

+ ε
(
Π0(τ) + . . .

)
, ãäå ξ =

x√
ε
.

Π0 :


dΠ0

dτ
= −

(
Π2

0 + 2
√
εu1(0)Π0

)
= −

(
Π2

0 + 2
√
εΠ0

)
, τ ≥ 0 ;

Π0(0) = 1 ,

Π0(τ) =
2
√
εe−2

√
ετ

1 + 2
√
ε− e−2

√
ετ
.

Π1 :


dΠ1

dτ
= −2

(
Π0(τ) +

√
εu1(0)

)
Π1 + π1(τ, ε), τ ≥ 0 ;

Π1(0) = −u1(0) = −1 ,

π1(τ, ε) =
(
− 2u′1(0)ετ + 2

√
εu2(0) +

√
ε
)
Π0(τ) =

√
ε

(
−
√
ετ +

3

2

)
Π0(τ) ;
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∣∣π1(τ, ε)
∣∣ ≤ c ·

√
εΠκ(τ) ,

ãäå

Πκ(τ) =

√
εe−

√
εκτ

1 +
√
ε− e−

√
εκτ .

Π1(τ) = −Φ(τ)Φ−1(0) +

τ∫
0

Φ(τ)Φ−1(s)π1(s, ε) ds ;

ãäå

Φ(τ) =
dΠ0

dτ
(τ) = −

(
Π2

0(τ) + 2
√
εΠ0(τ)

)
= −Π0(τ)

(
Π0(τ) + 2

√
ε
)

=

= − 2
√
εe−2

√
ετ

1 + 2
√
ε− e−2

√
ετ
·
( 2

√
εe−2

√
ετ

1 + 2
√
ε− e−2

√
ετ

+ 2
√
ε
)

= − 4ε(1 + 2
√
ε)e−2

√
ετ(

1 + 2
√
ε− e−2

√
ετ
)2 ;

Φ(0) = −(1 + 2
√
ε) .

Π1(τ) = − 4εe−2
√
ετ(

1 + 2
√
ε− e−2

√
ετ
)2 +

4ε(1 + 2
√
ε)e−2

√
ετ(

1 + 2
√
ε− e−2

√
ετ
)2

τ∫
0

√
ε
(
−
√
εs+ 3

2

)
Π0(s)

Π0(s)(Π0(s) + 2
√
ε)

ds =

= − 4εe−2
√
ετ(

1 + 2
√
ε− e−2

√
ετ
)2 +

4ε3/2(1 + 2
√
ε)e−2

√
ετ(

1 + 2
√
ε− e−2

√
ετ
)2

τ∫
0

3
2
−
√
εs

Π0(s) + 2
√
ε
ds =

= − 4εe−2
√
ετ(

1 + 2
√
ε− e−2

√
ετ
)2 +

2εe−2
√
ετ(

1 + 2
√
ε− e−2

√
ετ
)2

τ∫
0

(3

2
−
√
εs
)(

1 + 2
√
ε− e−2

√
εs
)
ds =

=
2εe−2

√
ετ(

1 + 2
√
ε− e−2

√
ετ
)2

[
− 2 +

τ∫
0

(3

2
−
√
εs
)(

1 + 2
√
ε− e−2

√
εs
)
ds

]
=

=
2εe−2

√
ετ(

1 + 2
√
ε− e−2

√
ετ
)2

[
− 2 +

3

2

(
1 + 2

√
ε
)
τ − 1 + 2

√
ε

2

√
ετ 2−

− 1√
ε

(
1− e−2

√
ετ
)
− 1

2
τe−2

√
ετ

]
;

|Π1(τ)| ≤ c · Πκ(τ), τ ≥ 0 ;

u(x, ε) = u0(x) +
√
εu1(x) + Π0

(x
ε

)
+
√
εΠ1

(x
ε

)
+O(ε) .

Âíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ:

du(x, ε)

dx
=

1

ε

[
− εu2

1 + ε(u0 + 2) + o(ε)
]

= −(x+ 1) + (x+ 2) + o(1) = 1 + o(1) > 0 ,

u(x, ε) = u0 +
√
εu1 + o(

√
ε) = x+

√
ε(x+ 1) + o(

√
ε) > x = u0(x), 0 ≤ x ≤ 1 .

Ïðîèçâîäíàÿ
du(x, ε)

dx
îáðàùàåòñÿ â íóëü íà êðèâîé f(x, u, ε) = 0, ò.å.

−(u− x)2 + ε(u+ 2) = 0 ⇒ u2 − (2x+ ε)u+ x2 − 2ε = 0 ⇒
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Ðèñ. 5.5

⇒ u = x+
ε

2
±
√
x2 + εx+

ε2

4
− x2 + 2ε = x±

√
ε
√

2 + x+O(ε) .

Â òî÷êå x0 :

du

dx
(x0, ε) = 0, u(x0, ε) = x0 +

√
ε
√

2 + x0 +O(ε) > u0(x0) +
√
εu1(x0) ;

du

dx
(x, ε) =

{
< 0, x < x0 ,

> 0, x > x0 .

Áîëåå êîðîòêîå âû÷èñëåíèå Π1(τ) :

Π1(τ) = −Φ(τ)Φ−1(τ) + Φ(τ)

τ∫
0

Φ−1(s)π1(s, ε) ds =

=
Π2

0(τ) + 2
√
εΠ0(τ)

1 + 2
√
ε

+
(
Π2

0(τ) + 2
√
εΠ0(τ)

) τ∫
0

√
ε
(

3
2
−
√
εs
)
Π0(s)

Π2
0(s) + 2

√
εΠ0(s)

ds =

=
(
Π2

0(τ) + 2
√
εΠ0(τ)

)( 1

1 + 2
√
ε

+ I
)
,

ãäå

I =

τ∫
0

√
ε
(

3
2
−
√
εs
)

Π0(s) + 2
√
ε
ds =

√
ε

τ∫
0

(
3
2
−
√
εs
)(

1 + 2
√
ε− e−2

√
εs
)

2
√
ε(1 + 2

√
ε)

ds =

=
1

2(1 + 2
√
ε)

[3

2

(
1 + 2

√
ε
)
τ − 1 + 2

√
ε

2

√
ετ 2 − 1√

ε

(
1− e−2

√
ετ
)
− 1

2
τe−2

√
ετ
]
.
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Ê çàäà÷å 3.3.2 èç �3 Ãëàâû 3.ε
du

dx
= −(u− sinx)2 + ε(u+ 1 + cosx), 0 ≤ x ≤ π ;

u(0, ε) = 1 .

u(x, ε) =
∞∑
i=0

εi/2ui(x) +
∞∑
i=0

εi/2Πi(τ), τ =
x

ε
.

ε
d

dx
(u0 +

√
εu1 + . . .) = −(u0 +

√
εu1 + . . .− sinx)2+

+ ε(u0 +
√
εu1 + . . .+ 1 + cosx) ;

ε0 : −(u0 − sinx)2 = 0 ⇒ u0 = sinx =: ϕ(x) ;

ε1 : cosx = −u2
1 + sinx+ 1 + cosx ⇒

⇒ u1 =
√

1 + sin x > 0; u1(0) = 1, u′1(0) =
1

2
;

ε3/2 :
cosx

2
√

1 + sin x
= −2

√
sinx+ 1 · u2 +

√
sinx+ 1 ⇒

⇒ u2 =
1

2
− cosx

4(sinx+ 1)
=

2 sinx+ 2− cosx

4(sinx+ 1)
; u2(0) =

1

4
.

d

dτ

(
Π0 +

√
εΠ1 + . . .

)
= −

[(
Π0 +

√
εΠ1 + . . .

)2
+

+ 2
(√

εu1(
√
εξ) + . . .

)
·
(
Π0 +

√
εΠ1 + . . .

)]
+ ε
(
Π0(τ) + . . .

)
,

ãäå

ξ =
x√
ε

;

Π0 :


dΠ0

dτ
= −

(
Π2

0 + 2
√
εΠ0

)
, τ ≥ 0 ;

Π0(0) = 1 ,

Π0(τ) =
2
√
εe−2

√
ετ )

1 + 2
√
ε− e−2

√
ετ )

.

Π1 :


dΠ1

dτ
= −2(Π0(τ) +

√
ε)Π1 + π1(τ, ε), τ ≥ 0 ;

Π1(0) = −u1(0) = −1 ,

π1(τ, ε) =
(
− 2u′1(0)ετ + 2

√
εu2(0) +

√
ε
)
Π0(τ) =

√
ε

(
−
√
ετ +

3

2

)
Π0(τ) ;∣∣π1(τ, ε)

∣∣ ≤ c ·
√
εΠκ(τ) ,
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ãäå

Πκ(τ) =

√
εe−

√
εκτ

1 +
√
ε− e−

√
εκτ .

Π1(τ) = −Φ(τ)Φ−1(0) +

τ∫
0

Φ(τ)Φ−1(s)π1(s, ε) ds ;

ãäå

Φ(τ) =
dΠ0

dτ
(τ) = −

4ε
(
1 + 2

√
ε
)
e−2
√
ετ(

1 + 2
√
ε− e−2

√
ετ
)2 ;

Π1(τ) èìååò òàêîå æå âûðàæåíèå, êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å:

u(x, ε) = u0(x) +
√
εu1(x) + Π0

(x
ε

)
+
√
εΠ1

(x
ε

)
+O(ε) .

Ðèñ. 5.6

Âíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ:

du(x, ε)

dx
= −1

ε

[√
εu1(x) + εu2(x) +O

(
ε3/2
)]2

+

+
(
u0(x) +

√
εu1(x) +O(ε) + 1 + cosx

)
=

= −
[
u2

1(x) + 2
√
εu1(x)u2(x) +O(ε)

]
+ u0(x) +

√
εu1(x) + 1 + cosx+O(ε) =

= −
(

1 + sin x+
√
ε

4 + 4 sinx− 2 cosx

4
√

1 + sin x
+O(ε)

)
+

+ sin x+
√
ε
√

1 + sin x+ 1 + cos x+O(ε) =

= cosx+
√
ε

cosx

2
√

1 + sin x
+O(ε)

> 0, x0 < x <
π

2
− δ ,

< 0,
π

2
+ δ < x ≤ π .
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u(x, ε) = u0(x) +
√
εu1(x) +O(ε) =

= sinx+
√
ε
√

1 + sin x+O(ε) > sinx = u0(x), 0 ≤ x ≤ π .

Ïðîèçâîäíàÿ
du(x, ε)

dx
îáðàùàåòñÿ â íóëü íà êðèâîé f(x, u, ε) = 0, ò.å.

− (u− sinx)2 + ε(u+ 1 + cosx) = 0 ⇒

⇒ u2 − (2 sinx+ ε)u+ sin2 x− ε(1 + cos x) = 0 ⇒

⇒ u = sinx+
ε

2
±
√

sin2 x+ ε sinx+
ε2

4
− sin2 x+ 1 + cosx =

= sinx±
√
ε
√

1 + sin x+ cosx+O(ε) .

Â òî÷êå x0 :

du

dx
(x0, ε) = 0 ,

u(x0, ε) = sinx0 +
√
ε
√

1 + sin x0 + cosx0 +O(ε) > u0(x0) +
√
εu1(x0) ,

ñëåäîâàòåëüíî, ãðàôèê ðåøåíèÿ u = u(x, ε) íå ïåðåñåêàåò ãðàôèê âûðîæäåííîãî
ðåøåíèÿ u = sinx .

Ê çàäà÷å 4.2.1 èç �2 Ãëàâû 4.
ε2 d

2u

dx2
= −u(1 + sin x− u) + εu, 0 < x < π ;

du

dx

∣∣∣∣
x=π

=
1

2
,

du

dx

∣∣∣∣
x=π

= 2.

u : u(x, ε) = u0(x) + εu1(x) +O(ε2);

ε2 d
2

dx2

(
u0 + . . .

)
=

= −
(
u0 + εu1 +O(ε2)

)(
1 + sinx− u0 − εu1 +O(ε2)

)
+

+ε
(
u0 + εu1 +O(ε2)

)
.

ε0 : 0 = −u0 ·
(
1 + sin x− u0

)
=⇒

[
u0 = 0 ,

u0 = 1 + sinx ;

u0 = 0 ⇒ fu(x) = 2u0 − (1 + sin x) = −(1 + sin x) < 0,

u0 = 1 + sinx ⇒ fu(x) = 1 + sinx > 0, x ∈ [0, π].

Èòàê, u0(x) = 1 + sinx.

ε1 : 0 = u0 · u1 + u0 =⇒ u1(x) = −1.
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Π : Π(ξ, ε) = εΠ1(ξ) +O(ε2), ξ =
x

ε
;

d2

dξ2

(
εΠ1 + . . .

)
= −

(
u0(ε, ξ) + εu1(ε, ξ) + εΠ1 +O(ε2)

)
×

×
(

1 + sin(εξ)− u0(εξ)︸ ︷︷ ︸
=0, ñì. óð-å äëÿ u0(x)

−εu1(εξ)− εΠ1 +O(ε2)
)
+

+
(
u0(εξ) + εu1(εξ) +O(ε2)

)
×

×
(

1 + sin(εξ)− u0(εξ)︸ ︷︷ ︸
=0

−εu1(εξ) +O(ε2)
)
+

+ε2Π1 +O(ε2) .

ε1 :
d2Π1

dξ2
= u0(0) · Π1 = Π1, ξ > 0 ;

dΠ1

dξ

∣∣∣∣
ξ=0

=
1

2
− du0

dx

∣∣∣∣
x=0

= −1

2
, Π1(∞) = 0

=⇒ Π1(ξ) =
1

2
e−ξ .

Π̃ : Π̃(ξ̃, ε) = εΠ̃1(ξ̃) +O(ε2), ξ̃ =
π − x
ε

;

d2Π̃1

dξ̃2
= fu(π) · Π̃1 = Π̃1, ξ̃ > 0 ;

dΠ̃1

dξ̃

∣∣∣∣
ξ̃=0

= −2 +
du0

dx

∣∣∣∣
x=π

= −3, Π̃1(∞) = 0

=⇒ Π̃1(ξ) = 3e−ξ̃ .

Ðèñ. 5.7

Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ u(x, ε) çàäà÷è 4.2.1 ñ

92



òî÷íîñòüþ O
(
ε2
)
èìååò âèä (ðèñ. 5.7):

u(x, ε) = u0(x) + εu1(x) + εΠ1 + εΠ̃1 +O(ε2) =

= 1 + sinx− ε+
ε

2
exp

(
− x

ε

)
+ 3 ε exp

(π − x
ε

)
+O(ε2) .

Ê çàäà÷å 4.3.1 èç �3 Ãëàâû 4.
ε2 d

2u

dx2
=

f(x,u,ε)︷ ︸︸ ︷
−u · (1 + sin x− u) +εu, 0 < x < π;

u(0, ε) =
1

2
, u(π, ε) = 2.

u0 : u0 = 1 + sinx, u0(0) = 1, u0(π) = 1.

Π0(ξ) :


d2Π0

dξ2
= f(0, u0(0) + Π0, 0)− f(0, u0(0), 0) = (1 + Π0) · Π0 ,

Π0(0) =
1

2
− u0(0) = −1

2
, Π0(+∞) = 0 ,

ãäå ξ =
x

ε
> 0 .

dΠ0

dξ
= w,

dw

dξ
= (1 + Π0) · Π0 =⇒ dw

dΠ0

=
(1 + Π0) · Π0

w
=⇒

=⇒ 1

2
w2 =

1

2
Π2

0 +
1

3
Π3

0 =⇒ w =
dΠ0

dξ
= ±

(
Π2

0 +
2

3
Π3

0

) 1
2

= ±
√

1 +
2

3
Π0 · Π0 .

Â ïîñëåäíåé ôîðìóëå âûáèðàåì çíàê ìèíóñ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 5.8

Ðèñ. 5.8

Èòàê,
dΠ0

dξ
= −

√
1 +

2

3
Π0 · Π0, Π0(0) = −1

2
.
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dΠ0√
1 +

2

3
Π0 · Π0

= −dξ =⇒
Π0(ξ)∫
− 1

2

ds√
1 +

2

3
s · s

= −ξ =⇒

=⇒
√

1 +
2

3
s = t =⇒ s =

3

2

(
t2 − 1

)
, ds = 3tdt =⇒

⇒

√
1+ 2

3
Π0∫

√
2
3

3 6 t dt
6 t · 3

2
(t2 − 1)

= −ξ =⇒

√
1+ 2

3
Π0∫

√
2
3

(
1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt = −ξ ⇒

=⇒ ln

∣∣∣∣t− 1

t+ 1

∣∣∣∣
√

1+ 2
3

Π0

√
2
3

= −ξ =⇒ ln

[
1−

√
1 + 2

3
Π0

1 +
√

1 + 2
3
Π0

·
1 +

√
2
3

1−
√

2
3

]
= −ξ =⇒

=⇒
1−

√
1 + 2

3
Π0

1 +
√

1 + 2
3
Π0

·
√

3 +
√

2√
3−
√

2︸ ︷︷ ︸
:= 1

k0
(k0<1)

= e−ξ =⇒

=⇒
√

1 +
2

3
Π0 ·

(
1 + k0e

−ξ) = 1− k0e
−ξ =⇒

=⇒ 2

3
Π0 =

(
1− k0e

−ξ

1 + k0e−ξ

)2

− 1 =⇒ Π0(ξ) = − 6k0e
−ξ(

1 + k0e−ξ
)2 ;

k0 =

√
3−
√

2√
3 +
√

2
=
(√

3−
√

2
)2
,

1 + k0 =
2
√

3√
3 +
√

2
= 2
√

3
(√

3−
√

2
)
,

(
1 + k0

)2
= 12

(√
3−
√

2
)2
.

Π̃0(ξ̃) :


d2Π̃0

dξ̃2
= f(π, u0(π) + Π̃0, 0)− f(π, u0(π), 0) = (1 + Π̃0) · Π̃0,

Π̃0(0) = 2− u0(π) = 1, Π̃0(+∞) = 0,

ãäå ξ̃ =
π − x
ε

> 0 .

dΠ̃0

dξ̃
= −

√
1 +

2

3
Π̃0 · Π̃0, Π̃0(0) = 1 ;
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Π̃0∫
1

ds√
1 +

2

3
s · s

= −ξ̃ =⇒

[
t =

√
1 +

2

3
s

]
=⇒

=⇒

√
1+ 2

3
Π̃0∫

√
5
3

(
1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt = −ξ̃ =⇒

=⇒ ln

[√
1 + 2

3
Π̃0 − 1√

1 + 2
3
Π̃0 + 1

·

√
5
3

+ 1√
5
3
− 1

]
= −ξ̃ =⇒

=⇒

√
1 + 2

3
Π̃0 − 1√

1 + 2
3
Π̃0 + 1

= k1e
−ξ̃ , ãäå k1 =

√
5−
√

3√
5 +
√

3
< 1 , =⇒

=⇒
√

1 +
2

3
Π̃0 ·

(
1− k1e

−ξ̃) = 1 + k1e
−ξ̃ =⇒

=⇒ 2

3
Π̃0 =

(1 + k1e
−ξ̃

1− k1e−ξ̃

)2

− 1 =⇒ Π̃0(ξ̃) =
6k1e

−ξ̃(
1− k1e−ξ̃

)2 .

Ðèñ. 5.9

Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ u(x, ε) çàäà÷è 4.3.1 ñ
òî÷íîñòüþ O

(
ε) èìååò âèä (ðèñ. 5.9):

u(x, ε) = u0(x) + Π0(ξ) + Π̃0(ξ̃) +O(ε) =

= 1 + sinx− 6k0 · e−
x
ε(

1 + k0 · e−
x
ε

)2 +
6k1 · e

x−π
ε(

1− k1 · e
x−π
ε

)2 +O(ε) .
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